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i 通过 
“KPRRT (SAMRRH) 侦 国 教学 风格 : PS 
某 些 特殊 的 问题 ; KS. 对 于 所 提出 的 问题 谨慎 展开 精心 制作 的 i 


i Bx." | 
后 , 揭示 问题 的 本 质 . 并 生成 漂亮 的 alee 


À | ur 
"i ,你 可 以 看 到 作者 对 金融 数学 的 满腔 热情 和 深 到 理 
N gium ”亚马逊 同上 书店 评论 


本 书 原版 自 1998 年 出 版 以 来 , 被 认为 是 “随机 人 金融 数学 方面 最 深刻 的 一 本 著 
te", 全书 共 分 两 卷 , 每 一 卷 都 包含 四 章 。 第 一 卷 的 副题 为 : 事实 模型。 第 二 卷 的 副 
SH: 理论 。 这 两 卷 的 内 容 既 相互 联系 , 又 相对 独立 。 读者 可 把 本 书 看 作 一 本 “随机 
金融 数学 全 书 "。 

第 二 卷 有 关 “理论 "的 四 章 是 :“ 随 机 人 金融 模型 中 的 套利 理论 " 或 “定价 理论 " ; 

先是 "离散 时 间 "”, 再 是 “连续 时 间 ”。" 套 利 理论 " 主要 指 资产 定价 的 第 一 和 第 二 基 
本 定理 : 市 场 无 套利 机 会 等 价 于 存在 {局 部 ) 等 价 概 率 鞭 测度 , 使 得 所 有 证 券 的 折 
现价 格 过 程 为 蒜 (第 一 定理 ), 并 且 当 市 场 完全 时 , 这 样 的 蒜 测 度 是 唯一 的 (第 二 定 
E) 这 些 定理 在 近 二 、 三 十 年 的 研究 中 已 经 近乎 尽善尽美 , 无 论 对 数学 还 是 对 金融 
的 发 展 都 有 深远 影响 , 但 所 涉及 的 数学 工具 也 越 来 越 艰深 。 ESSER, ME 
害 , 以 他 的 统一 观点 来 综述 这 方面 从 离散 模型 到 连续 CENE) 模型 的 各 种 最 新 成 果 及 
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bla 1 
其 证 明 , 使 人 一 目 了 然 。“ 定 价 理论 "是 指 通过 投资 策略 进行 风险 对 冲 来 对 未 定 权益 Sinn 
进行 定价 的 理论 。 作者 通过 “{ 对冲 ) 上 价格 ” 和 “( 对 冲 ) 下 价格 " 的 概念 给 出 了 离 
散 时 间 的 对 冲 定价 公式 ， 并 指 出 它们 与 等 价 概率 鞭 测 度 之 间 的 联系 。 由 此 对 经 典 的 
Black-Scholes 期 权 定 价 理论 作出 更 加 入 木 三 分 的 数学 分 析 - 作者 还 详尽 讨论 与 最 
优 停 止 问题 和 Stephan 问题 相 联系 的 美式 期 权 定价 理论 ， 
本 书 的 阐述 深入 浅 出 , 精致 透彻 ， 可 供 高 等 院 校 应 用 数学 和 金融 工 
师 、 学 生 以 及 广大 金融 工作 者 参考 使 用 。 = — 
[SBN 075 " Tp gh 
ERE — 
AMI T 高 等 教育 出 版 社 
bal Re 002966. 了 版 INI Higher Education Press 
academic.hep.com.cn 定价 65.00 n 
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( 1934 — ) 理论 


俄罗斯 科学 院 通讯 院士 (1997), 莫斯科 大 
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358318 (2004), 莫斯科 大 学 数学 -力学 系 
概 李 论 教研 室 主任 (1996) , 俄罗斯 科学 院 数学 


O A. H. 施 利 亚 耶 夫 & 


| OER if 
研究 所 随机 过 程 统 计 实 验 室 主 任 (1986} 

施 利 亚 耶 夫 是 现代 概率 论 莫 基 人 、 前 苏联 
科学 院 院 士 、 著 名 数学 家 A. H. 柯 尔 莫 戈 洛 夫 
的 学 生 ; 施 利 亚 耶 夫 的 科学 活动 , 涉及 概率 论 、 
数理 统计 和 人 金融 数学 及 其 各 种 不 同 领域 , 出 版 了 
20 多 部 书 , 150 多 篇 学 术 论 文 。 本 书 被 认为 是 随 
E 方面 最 深刻 的 一 本 著作 

ee sl 国际 学 术 活动 非 
会 议 上 作 学 术 报 

Zzl es 学 术 研讨 会 的 组 织 工作 Bit: 国 
— 利 学 会 主席 (1989 一 1991) ， 国际 巴 施 里 
ay J 主席 (1998 一 1999)， 俄罗斯 精算 协 

ZE 1994—1998) 1985 FH AAR 
eX 统计 学 会 荣誉 成 员 1990 .年 当选 为 欧洲 科 
FT. 1997 年 当选 为 纽约 科学 院 院 十 
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《 俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


从 上 世纪 50 ERIE, 在 当时 全 面 学 习 苏联 的 大 背景 下 , 国内 的 高 等 学 校 大 量 
采用 了 翻译 过 来 的 苏联 数学 教材 . 这 些 教材 体系 严密 , 论证 严谨 , 有 效 地 帮助 了 青年 
学 子 打 好 扎实 的 数学 基础 , 培养 了 一 大 批 优秀 的 数学 人 才 . 到 了 eo 年 代 , 国内 开始 
编 繁 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代 蔡 了 原先 采用 的 苏联 教材 , 但 还 在 很 大 程度 上 保留 
着 苏联 教材 的 影响 , 同时 , 一 些 苏联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作为 主要 参考 书 或 课外 
读物 继续 发 挥 荐 作用 . 客观 地 说 , 从 解放 初 一 直到 文化 大 革命 前 少 , 苏联 数学 教材 在 
培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 , 起 了 不 可 忽略 的 影响 , 是 功 不 可 没 的 


改革 开放 以 来 , 通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 , 大 
家 眼界 为 之 一 新 , 并 得 到 了 很 大 的 启发 和 教 益 但 在 很 长 一 段 时 间 中 ， 尽管 苏联 的 数 
学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 , 引进 却 基本 中 疡 更 没有 及 时 地 进行 跟 缀 ， 能 看 
懂 俄 文 数 学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 ， 事实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜 , 不 能 不 说 是 一 


个 很 大 的 缺憾 . 
1 一 .今年 初 , 在 由 中 国 数学 会 、 中 国 工业 与 应 用 数 
ee 联合 组 织 的 迎春 茶话会 上 , 有 数学 


学 学 会 及 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 到 人 ; * 
iut, SORA ERAS zo TH Pesca 
些 数学 教材 组 织 番 译 出 版 i EUER ERST aca 


«nso GARE SBIR EE 有 助 于 扩大 


况 的 专家 座谈 讨论 , 大 家 一 致 认为 材 改革 均 十 分 必要 .《 俄 罗斯 数 
Api, EGET 由 高 等 教育 出 版 社 组 


视野 , 开拓 思路 , 对 提高 数学 孝 
学 教材 选 译 》 系 列 正 是 在 这 样 的 
织 出 版 的 . 


情况 下 , 经 数学 


ERN 





TAO 
本 系列 中 所 列 人 的 教材 , 以 莫斯科 大 学 的 教材 为 


:过 认真 选区 并 精心 翻译 校订 ， 材 , 以 讽 斯 科大 学 | 

¥, E AA Ara JOHN 有 大 学 基本 课程 的 教材 适合 大 学 
vica st ipit USE MER B. ALUAN MENN, MEEKI TEN, 
自已 有 较 大 变化 .至今 仍 广泛 采用 、 深 受 改 迎 , 反射 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 教材 方面 
后 作 的 不 构 努 力 , 对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 借 此 . 这 一 教材 系列 的 出 版 , 将 中 俄 数学 才 
来 对 推动 我 国 数学 课程 设置 和 教学 内 容 的 改革 ， 


学 之 间 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起 i 
对 提高 数学 素养 、 RUE SLBA, 可 望 发 挥 积 极 的 作用 , 并 起 着 深远 的 影 


响 , 无 疑 值得 庆贺 , HAI. 
李 大 潜 
2005 年 10 月 


ee 


阿尔 伯 特 . 尼 古 拉 也 维 奇 ， 施 利 亚 耶 夫 (AusGepr Hyronae [Tap 
ert Nikolaevich Shiryaev 1934—) 为 俄罗斯 概率 论 学 派 当 v LE 2 

E E m a also 前 的 领军 人 物 . 1957 
毕业 于 莫斯科 大 学 数学 力学 系 ; 1961 年 获得 副 博 十 学 位 . 1967 REESE wah 
年 成 为 莫斯科 大 学 教授 . 1997 年 当选 为 俄罗斯 科学 院 通讯 院士 普 经 获得 国内 外 许 
多 重要 奖项 和 欧洲 科学 院 院 十 、 纽约 科学 院 院士 等 荣誉 称号 ， WERE Bernoulli 学 
È, Bachelier 金融 学 会 等 国际 学 术 团 体 的 主席 


施 利 亚 耶 夫 的 导师 是 20 世纪 最 伟大 的 数学 大 师 之 一 、 概 率 论 公理 体系 的 提出 
者 柯 尔 莫 总 洛 夫 (A. H. Koxworopon, A. N. Kolmogorov, 1903—1987). PRR 
夫 有 许多 杰出 的 学 生 , 其 中 好 几 位 像 他 一 样 荣获 奖励 终生 成 就 的 数学 最 高 奖 — iX 
RRE. 但 像 施 利 亚 耶 夫 那样 完全 以 概率 论 为 专业 研究 方向 、 并 且 在 概率 统计 的 众 
多 领域 中 都 有 点 越 贡献 的 学 生 并 不 多 . 因此 , 我 们 不 妨 说 , 施 利 亚 耶 夫 是 以 柯 尔 莫 戈 
洛 夫 为 代表 的 俄罗斯 概率 论 学 派 的 “ 精 传 正 宗 ”. 事实 上 , 他 不 但 在 概率 统计 的 各 个 
领域 发 表 了 150 多 简 研 究 论文 , 并 且 还 出 版 了 多 部 在 国际 上 影响 很 大 的 教科 书 各 专 


3f. 他 : 出 版 以 来 已 经 再 版 多 次 , 并且 还 有 英文 版 和 德 广 
vibe oso wi 教育 出 版 社 正式 出 版 , 他 的 主要 专著 有 


版 . 2004 年 又 扩展 为 两 卷 本 , 中 文 版 已 由 高 等 1 
《统计 序 贯 分 析 》( 俄 文 版 1969, 英文 版 1978, 并 改名 为 《最 优 停止 法 则 》),《 随 机 过 
合 著 , 1977, 有 英文 版 和 波兰 文 版 )， (ie ) (5 R. = 

过 程 的 极限 定理 ) { 与 法 国 数学 家 J. Jacod f 

著 , 英文 版 1987, 俄 文 版 1994, 英文 第 二 版 2003), Ra m : 
Greenwood 43%, 1985), € si pog RERO (3 V. Spokoiny Ei: 


IERI Stephan 问题 》( 与 G. Peskir 4%, 2000 9: 


程 的 统计 》( 与 R. Sh. Liptser 
Liptser 合 著 , 1986, 有 英文 版 ) 《随机 


ng 

K 

14 
‘ 
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学 的 一 本 力作 . 正如 作 者 在 厅 ri 所 说 ， ^H 

- 界 科技 出 版 社 pe d: CÓ Sabian Mobi j ' 级 从 

是 为 新 加 坡 话 界 科 vut jn 教授 在 1995 年 初 向 他 约 稿 的 . 因此 ， ix ure Vh 
aes oni | arma 由 于 作者 向 此 界 科技 出 版 社 提供 的 仅仅 PUN Fh 

SCIL T Fay 内 容 并 不 完全 一 致 除了 作文 版 的 书 名 为 《随机 爹 弄 数 学 基础 
最 后 使 得 两 种 版 本 的 月 全 ncoao Marexacrinac) 》 英文 版 的 书 名 为 《随机 会 
(Ocnonu CroxacrHMeckoH c) ELE 文 版 的 译 者 在 翻译 时 不 完全 拘泥 于 


1 ntials of Stochastic Financ | ji ees: 
naa ent 它们 的 不 - 致 中 ， AU MAP SEAR SCI TE SOE VT Ra, 有 些 位 
乎 是 英文 版 的 编译 者 自行 加 的 补充 AAO AEE EE AE Lh ROA BUC 


BARRON AR ICED, 但 同时 也 参考 了 志 界 科技 出 版 社 的 英文 版 ， 如 果 两 者 在 内 容 
PATH AD, RIFE MER; 只 要 一 种 版 本 上 有 的 ,我们 部 译 出 收入 . 总 体 来 
it, 英文 版 上 有 的 、 俄 文 版 上 没有 的 内 容 较 多 , 尤其 是 有 关 背 景 资料 . 但 假 文 版 上 有 有 
的 、 英文 版 上 没有 的 内 容 也 有 一 些 ， 对 这 些 有 差别 的 地 方 我 们 都 加 了 “ 译 者 注 ", 在 
BEEP, 我 们 也 发 现 了 少量 印刷 错误 . 有 的 英文 版 已 经 更 正 , 但 多 半 英文 版 仍 保 
持原 样 .我 们 对 一 些 较 重 要 的 印刷 错误 更 正 也 都 加 了 “ 译 者 注 ". 此外, 我 们 还 加 了 
少量 说 明 性 和 资料 性 的 “ 译 者 注 "出 于 目前 国内 熟悉 俄 文 的 读者 较 少 ， 而 英文 则 比 
较 普及 , 在 我 们 中 译本 最 后 的 术语 对 照 索引 中 , 我 们 只 采用 英 中 对 照 , 而 略 去 了 俄 中 
URL 对 于 西 文人 名 , 按照 数学 专业 书籍 的 常规 , 通常 不 作 音译 , 而 用 原 人 名 的 拉丁 
子 母 标 出 , 这 里 我 们 完全 遵照 英文 版 的 拉丁 字母 拼写 , 而 不 是 如 同 原版 那样 用 俄 文 拼 
写 来 表示 . 但 是 我 们 保留 了 四 个 例外 , 即 对 Brown, Gauss, Poisson, Wiener 这 四 位 学 
者 的 姓氏 直接 译 为 : 布朗 、 高 斯 、 泊 松 、 维 纳 , 这 是 因为 这 四 个 姓氏 的 音译 已 经 普及 ， 
站 对 它们 又 经 党 变 为 形容 词 ,而 变 为 “布朗 运动 " “高 斯 分 布 * 等 等 ,这样 在 行文 时 
似乎 比较 自然 
ed a 施 利 亚 耶 夫 不 可 能 十 分 切 恶 西方 
“有 有 目 已 也 曾经 对 人 说 过 ,在 他 着 手写 作 本 书 时 , 他 对 金融 


本 书 是 施 利 亚 耶 夫 关于 随机 


他 在 当时 与 丹麦 奥 尔 胡 斯 的 数学 研究 中 心 和 分 术 | E. 
现 他 的 概率 论 专长 在 金融 中 有 那样 深思 [金融 中 心 的 关系 十 分 密切 . 当 他 发 


BO. 或许 我 们 可 以 说 本 书 中 有 关 金 


T UR IG IE UP E 
”而 对 于 译 者 这 样 的 学 生 时 代 学 过 
地 为 你 补 上 了 对 欧美 金融 市 场 了 
四 痕迹 "并 不 会 使 你 感到 突 泡 , 反而 


Dv vm 
OTT MOR AMMA TEED 
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rai pate pain se A p: 

en iris Mn AMORE Regis stop 
" Cue 合 à j e J KAI TAN) IX ~: x ; E th 4 

N : m wi fr i fi A X nen SIE MM in p srt ids E 
CT eus LU" GE ipae o cutie ean: ME 
成 dis. 或 NER MERDANE iu ipe Kcti h EXE: 4e 
A Pg WR dt n 至 FM hint UN CZFAT NES EUR AA 但 却 是 
市 定 委 员 会 公布 的 《数学 名 沁 》 中 | :一 “全 国 自 希 科学 名 记 

“中 所 刊载 的 名词 ， 以 及 参半 一 Ss 
f. 1H Ti —dt30 (16 pg ae 区 出 版 的 者 

BE. 但 个 而 A em I4 主张 的 翻译 证 IMPROBE A p B 
例如 , call 作为 期 权 , 在 国内 有 oe, 。 天 权 " “看 涨 期 权 " 等 多 种 翻译 = | 
| 对 这 和 学 多 种 翻译 . 在 本 
AYER SCA Tf, 对 这 样 的 术语 常常 会 有 上 译 和 意译 两 种 翻译 而 其 意译 刚好 是 


Bb, 于 是 我 们 当然 也 采用 “FEASIBLE. 而 不 用 «35 VI 2 
文 版 给 我 们 带 来 的 某 种 便利 NE ARDS 等 等 这 或 许 也 是 人 
尽管 作者 可 能 原来 对 金融 业 界 确实 是 “几乎 .天 Fj qur | 
Vs ARS JLT 一 无 所 知 ", 但 是 从 数学 视角 来 
Pitino ce. ere ernie 
为 什么 从 1990 年 代 初 起 , 作者 全 身心 地 投入 了 金融 数学 研究 , 并 在 俄罗斯 带 额 出 
支 精锐 的 金融 数学 和 精算 数学 的 研究 队伍 EKE, 我 们 从 上 面 列 出 的 施 利 亚 耶 夫 的 
专著 中 就 可 看 到 , 虽然 这 些 4 闭 分 属 概 率 统计 学 科 的 许多 相当 不 同 的 领域 . 却 又 几 
于 者 是 在 随机 金融 数学 中 得 到 深刻 应 用 的 强 有 力 的 工具 ， 这 里 下 但 是 “Pity 已 经 
成 为 表达 金融 学 核心 的 “资产 定价 基本 定理 " 的 基本 语言 “随机 过 程 的 统计 " 、" 统 
计 试 验 和 决策 ”是 实证 金融 分 析 的 基本 手 跋 , “随机 过 程 的 极限 理论 > 是 连续 时 间 金 
台 学 的 理论 基础 “最 优 停止 法 则 和 Stephan 问题 * 是 美式 期 权 定价 的 基本 模型 即 
使 是 很 专门 的 “临近 性 和 统计 不 变 原理 ”也 被 施 利 亚 耶 夫 及 其 学 生 用 来 为 原 米 不 名 
严谨 的 Ross 的 APT {套利 定价 理论 ) 提供 了 更 确切 的 理论 描述 . 这 使 得 作者 在 本 书 
中 叙述 随机 金融 数学 的 理论 时 , 比 任何 其 他 专著 更 为 全 面 透彻 . EB 
本 书 共 分 两 卷 . 每 一 卷 都 包含 四 章 . 第 一 卷 的 副 古 为: 事实, 模型 .第 二 卷 的 副 
题 为 : 理论 . 这 两 卷 的 内 容 既 相互 联系 , 又 相对 独立 . 事实 上 , 读者 完全 可 把 本 书 当 作 
一 本 “随机 金融 数学 全 书 " 来 读 . 每 一 位 读者 都 可 只 挑 其 中 自己 最 感 兴趣 的 部 分 来 精 
读 , 而 对 其 他 部 分 暂时 泛 读 , 甚至 不 读 
第 一 卷 的 第 一 章 是 有 关 国 际 金 融 市 场 以 及 金融 理论 和 金融 工程 的 "事实 ". 正如 
我 们 前 面 已 经 提 到 , 这 短 短 几 十 页 可 看 作 一 位 前 苏联 数学 家 对 西方 金融 市 场 和 金融 
理论 、 金融 工程 的 理解 ， 其 中 作者 不 但 概述 了 金融 市 场 的 基本 状况 、 人 金融 学 的 基本 
m l 合 选择 理论 、 资 本 资产 定价 模型 (CAPM), Ross 的 套利 
概念 以 及 Markowitz 证 券 组 合 
i | 场 理论 等 等 , 甚至 还 简要 地 介绍 了 理论 上 关系 不 大 、 但 观 
定价 理论 (APT), 、 有 效 市 场 
理论 , 使 读者 对 金融 市 场 和 人 金融 理论 有 更 广泛 的 了 解 
念 上 密切 相关 的 保险 业 和 精算 理论 ， 读物 而 
P : 一 章 是 非常 难得 的 尽快 进入 金融 领域 的 入门 
对 于 非 金融 专业 的 读者 来 说 , 这 e 
融 学 的 读者 来 说 , 也 能 从 这 一 章 中 看 到 一 位 前 未 
Missi Se se rage BER pipere vc 
学 家 独特 的 眼光 .其 中 尤其 值得 注意 





| T LN Bc J 
， 为 “个 带 有 限 种 基本 证 券 的 金融 市 场 称 为 对 某 信 息 流 有 将， aia te 
et 证券 通常 它 就 是 无 风险 证 券 , 但 并 不 限于 此 ) ME RES GER 
ws “等 价 " 32:0) 概率 测度 , 使 得 所 有 基本 证 券 关于 这 一 ed ne 
本 部 关于 这 一 概率 测度 成 为 次 这 样 的 定义 不 但 比 经 典 的 MNENE 23 
三 种 有 效 市 场 形式 的 定义 更 一 般 ， 也 比 Ross 提出 的 “有 效 市 场 


法 在 理论 上 更 确切 、 更 精细 
消 _ 郑 的 后 三 章 者 有 关 人 金融 学 的 随机 “模型 ". 第 二 章 阅 述 高 散 模 型 ,其 中 首先 
讨论 念 融资 产 价格 的 离散 动态 理论 模型 ,并且 开门 见 山 地 提出 ， 在 套 和 定价 的 框架 
hi ; 接着 讨论 
中 , Doob 分 解 、 局 部 软 、 娄 变 换 等 概念 在 价格 模型 的 讨论 中 起 本 质 作 用 ; SER 
具体 的 价格 演变 的 统计 模型 , 除了 介绍 已 经 广泛 流传 的 移动 平均 模型 、 自 回归 模型 
及 其 各 种 组 合 的 线性 模型 以 外 , 作者 还 相当 详尽 地 介绍 近 20 年 发 展 起 来 的 ARCH 
和 GARCH 类 模型 (如 所 周知 , 其 主要 倡导 者 R. F. Engle 因此 荣获 2003 年 诺 贝 尔 
经 济 学 奖 ) 以 及 随机 波动 率 模型 等 非 线性 模型 . 尤其 是 作者 对 它们 在 很 大 程度 上 都 
统一 在 高 斯 模型 和 条 件 高 斯 模型 的 观点 上 来 进行 分 析 . 此 外 作者 还 以 相当 大 的 篇 由 
来 介绍 混沌 模型 在 金融 资产 价格 模型 中 的 应 用 . 由 此 也 可 看 到 作者 的 学 术 视野 几乎 
无 所 不 包 , 他 完全 不 把 自己 的 立足 点 局 限于 他 所 精通 的 概率 统计 领域 . 第 三 章 六 述 
连续 模型 . 在 这 一 童 中 我 们 同样 可 发 现 它 所 包含 的 内 容 远 契 过 一 般 的 金融 数学 教材 
Hes. 通常 的 基于 布朗 运动 的 随机 分 析 以 及 由 此 派生 的 各 种 用 扩散 过 程 来 描述 的 
模型 自然 必 不 可 少 . 但 作者 把 它 放 在 第 三 、 四 节 中 来 介绍 , 其 中 也 包括 一 些 对 常用 的 
利率 期 限 结构 模型 的 叙述 ， 而 它 的 更 深刻 的 推广 、 目 前 多 半 还 只 在 研究 文献 中 讨论 
的 半 半 模 型 则 在 第 五 节 中 作 很 精辟 的 介绍 .本 章 的 第 一 节 却 是 相当 详细 地 介绍 了 稳 
定 分 布 和 稳定 过 程 、Lévy 过 程 、 双 曲 分 布 和 双 曲 过 程 (它们 正 是 Barndorff-Nielsen 
T 1977 年 所 提出 的 ), 以 至 更 一 般 的 无 限 可 分 分 布 等 重要 工具 而 第 二 节 则 介绍 了 在 
金融 数学 应 用 中 独树一帜 的 分 形 布朗 运动 . 这 一 切 都 可 能 使 得 原来 只 熟悉 用 通常 的 
布朗 运动 来 为 金融 市 场 价格 建 模 的 读者 大 开眼 办 它们 不 但 使 读者 在 为 金融 市 场 实 
奈 建 模 时 可 使 用 的 工具 大 大 增加 ,并 且 在 观点 上 也 更 上 一 层 楼 ， 例 如 由 此 可 以 了 
解 , 在 连续 时 间 金 融 学 中 作为 起 点 模型 的 几何 布朗 运动 只 是 Lévy 过 程 以 至 一 般 的 
稳定 过 程 、 双 曲 过 程 等 等 的 特例 , 而 这 些 更 一 般 的 过 程 及 其 分 布 则 可 能 用 来 描述 全 
融 市 场 中 的 “ 厚 尾 " 之 类 的 “异常 " 现象 通常 的 布朗 运动 也 仅仅 是 一 般 的 分 形 布朗 
Sane 局 者 不 但 同样 可 用 来 描述 某 些 “异常 " nae Ac pene Bk 
ae as a 训 能 形成 有 套利 机 会 的 无 效 金融 市 场 模型 的 例子 第 四 章 则 又 讨论 
ram je hag 作者 介绍 了 各 种 常用 的 金融 统计 方法 . 金融 数据 的 搜集 和 分 
BER ap 信服 指标 的 统计 分 析 ， 一 维 分 布 的 “IE 态 异常 指标 ”(* 几 
SU R Saa i 有 关 波 动 率 的 各 种 分 析 , 还 有 起 源 于 分 形 儿 何 和 混沌 研 
ee 等 这 里 不 但 罗列 了 所 有 常用 的 金融 数据 分 析 的 方法 并 且 还 都 有 
AM 例如 关于 波动 率 分 析 , 作者 是 这 样 开始 的 ; “在 全 融 玫 tr 没有 





——————À—— Suns 


一 个 概念 像 波 动 率 概 念 那样 引 志 4 yn (v 
wir S RAT aay ”才气 
BABAK "Wh" 的 四 


PERIK, R$ ARR.” 这 一 请 就 是 
章 的 标题 都 很 明确 ，。 

“定价 理论 "; 先是 “离散 时 间 。 | ， “随机 人 金融 模型 中 的 套利 理论 " s 

的 és TRNA : 再 是 “HE SEA fay” 所 有 的 讨论 都 是 在 e$ : 

Th 55 异型 框架 中 讨论 的 这 里 的 (Bs EREA (B, S)- 


PEDES. 5) FE Black-Scholes. 
(BATRES )-Stock (ERO. 作者 没有 用 党 用 的 -证 券 市 场 Mis E roe Nn 
用 . 


i 利 机 会 等 FE: FRE, H 
TOL SOF te RRR, 使 得 所 有 证 关 的 折 现 人 dn 
一 定理 ), 并 且 当 市 场 完全 时 cep na: LE Age (第 
| Ri NT 这 样 的 资产 ; 
基本 定理 的 雏形 出 现在 1978 年 Ross ij s 这 样 的 资产 定价 
BPE, 但 作者 已 经 oss HY EXPO. 在 那里 , ARRESEK 

Seg ARERR EAR Ee Rae mp Kem 
是 1979 年 在 Harrison-Kreps [214] 和 Harrison. DI; EE taal 

| arrison-Pliska (215) 中 提出 的 但 对 离散 时 间 
只 能 对 有 限 状 态 的 情形 证 明 : 对 连续 时 间 更 是 不 知 怎样 严格 陈述 其 条 件 UJ 
时 间 的 严格 的 资产 定价 第 一 基本 定理 的 证 明 是 1990 年 Dalang-Morton-Willinger |92 
提出 的 . 其 证 明 中 用 到 相当 艰深 的 “可 测 选择 存在 定理 *. 后 来 有 不 少 改进 的 证 明 
但 仍然 都 不 太 容易 理解 . 对 于 连续 时 间 半 钢 模 型 的 资产 定价 第 一 基本 定理 的 严格 包 
述 则 是 在 Delbaen 和 Schchermayer 的 一 系列 研究 中 完成 的 (参见 [971-01]: 也 参见 
他 们 的 新 书 : F. Delbacn and W. Schachermayer, 2006, The Mathematics of Arbitrage, 
Series: Springer Finance, Springer). H PAAR sg 要 问 一 般 读 
者 介绍 这 样 重要 而 又 十 分 深奥 的 定理 , 对 于 任何 写作 会 琶 数 学 专著 或 教材 的 作者 来 
说 , 都 是 莫大 的 挑战 . 大 部 分 作者 对 此 都 不 得 不 采取 含糊 带 过 的 态度 而 像 本 书 作者 
那样 原原本本 地 不 回避 任何 一 个 难点 (尽管 有 时 也 要 省 路 一 些 证 明 ) 来 进行 透彻 令 
述 的 实在 是 绝无仅有 . 不 但 如 此 , FATALE MESS, 以 他 的 统一 观点 来 
概述 这 方面 的 各 种 最 新 成 果 . 对 于 离散 时 间 情 形 ， 他 指出 文献 中 曾 双 出 现 过 的 各 种 
“无 套利 机 会 ”的 定义 以 及 各 种 热 测度 的 存在 条 件 实际 上 都 是 等 价 的 (第 五 章 82e 定 
38 A*); 对 于 连续 时 间 情 形 , 由 于 对 于 离散 时 间 情 形 的 简单 推广 已 经 不 成 立 , 他 对 文 
献 中 所 出 现 的 对 各 种 半 鞠 模型 的 各 种 “无 套利 机 会 * 的 修正 定义 以 及 各 种 鞭 测 度 的 
修正 存在 条 件 , 都 作 了 细致 的 讨论 , 使 最 后 结果 一 目 了 然 (第 七 章 $2b 定理 13 RH 
推论 和 反例 )， 在 第 一 基本 定理 的 证 明 上 , 作者 着 眼 FRAME. 通常 的 金融 数 
学 著作 中 多半 会 叙述 关于 布朗 运动 情形 的 Girsanov 概率 测度 变换 定理 ， HERE, 
我 们 更 能 读 到 Girsanov 定理 的 离散 版 本 和 半 黄 版 本 ; 同时 ， 还 能 读 到 最 早 用 于 精算 

| 版 本 . 而 在 第 二 基本 定理 的 证 明 上 , 作者 强调 的 是 

dom eden 义 .由 此 作者 也 得 到 离散 时 间 情 
局 部 款 的 表示 定理 . 这 种 表示 定理 有 明显 的 金融 意义 . | 
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形 下 的 非常 一 般 的 版 本 (第 五 章 ME 
论 局 部 园 的 各 种 表示 ， o vga 
ss 研究 设想 . tm 
tas piu ue Ve RUE TU NA ERE KREA AE ETT AE D A 
| 定价 理论 原来 的 思想 . 作者 通过 Qum) 上 价格 * 
高 敏 时 间 的 对 冲 定价 公式 , 并 指出 了 它们 与 等 价 
s S lack-Scholes 模型 得 到 一 些 经 . -Scholes 
Ht Ea T RAINETTE PENSOU T NERS AE 
or LIBEL MRE), 作者 指出 有 了 ROTEL ABET DT 
而 解 . 在 有 关 “定价 理论 ”的 两 章 中 ， 作者 还 详尽 地 讨论 了 美式 期 权 的 定价 理论 ， 这 
里 当然 就 要 涉及 最 优 停止 问题 和 Stephan 问题 的 研究 . 此 外 , 在 这 两 章 中 还 有 有 关 
各 种 特种 期 权 和 债券 市 场 的 定价 问题 讨论 
由 此 可 见 本 书 的 内 容 极为 丰富 多 彩 , 讨论 极为 全 面 彻 底 . 正如 亚马逊 网 上 书店 
(http;/ /www.amazon.com) 的 一 篇 网 上 书评 所 说 :“ 本 书 反映 了 (SABER) 俄国 教 
学 风格 : 阐释 理论 的 起 源 , 通常 它 通 过 某 些 特殊 的 问题 ; 然后 , 对 于 所 提出 的 问题 并 
慎 展 开 精 心 制作 的 数学 理论 ; BUG, 揭示 问题 的 本 质 , 并 生成 漂亮 的 结果 .” “追随 本 
书 的 思路 , 你 可 以 看 到 作者 对 金融 数学 的 满腔 热情 和 深刻 理解 .” 每 一 位 对 随机 金融 
数学 有 兴趣 的 本 书 读者 , 即使 只 读 了 其 中 的 一 小 部 分 , 都 会 感到 获 益 匪 浅 . 当然, 本 
书 的 篇 幅 较 大 , 对 概率 论 、 随 机 过 程 等 方面 的 数学 预备 知识 要 求 较 高 ,这 可 能 会 对 阅 
读本 书 带 来 一 定 的 困难 . 但 是 本 书 的 上 述 氢 述 风格 使 人 不 得 不 叹服 作者 的 思绪 周密 
清晰 而 引人入胜 . 一 些 很 艰深 的 内 容 常常 在 充分 的 铺垫 下 ， 即 使 不 追究 那些 参考 文 
献 的 证 明细 节 , 也 都 变 得 相当 容易 理解 . 这 使 得 每 一 个 有 兴趣 的 读者 都 会 感到 这 是 
一 本 值得 时 时 参考 , 反覆 咀嚼 的 必 备 书 . 译 者 自从 2000 年 起 开始 阅读 本 书 的 英文 版 
以 来 , 对 此 有 过 许多 深切 的 感受 . 
TENEN A ERE gioi i Ri 
E. 经 立项 T 
作为 该 项 目 及 其 子 项 目 《金融 创新 产 上 的 设计 和 定价 》( 课 题 编号 . 2007CB814902) 


ea) py 然而 , 在 连续 时 间 情形 下 , 虽然 也 能 讨 
站 本 定理 的 推广 已 经 变 得 很 困难 . 作者 对 此 也 


理论 . EHR Black-Scholes 期 权 
和 “(对冲 ) 下 价格 ”的 概念 给 出 了 
概率 鞠 测 度 之 间 的 联系 . 但 对 于 连续 时 
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义 慨 用 带 一 些 说 明 语 括 及 
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-时 里 曾 使 译 者 不 知 怎样 把 它 表达 为 
做 请 本 的 读者 和 有 关 领 域 的 专家 批评 


史 树 中 
2007 年 9 月 
于 北京 大 学 光华 管理 学 院 


表达 风格 . 为 接近 作者 的 这 种 表达 方式 ， 译 者 也 用 类 似 的 带 说 


t. MeSH IN Ree 
ae Se Aare: MERRIE, EER RENE AD F: 而 


ORES ay OME. 这 种 长 名 


把 括号 去 掉 , 它 就 变 成 一 个 表达 得 


更 清楚 、 (BERR eMe 的 很 长 的 句子- 














第 一 卷 的 材料 由 四 章 组 成 : 


第 一 章 基本 概念 、 结 构 和 工具 . 金融 理论 和 人 金融 工程 的 目标 和 任务 
第 二 章 ”随机 模型 . 离散 时 间 
第 三 章 随机 模型 . 连续 时 间 
第 四 章 ”金融 数据 的 统计 分 析 


它们 有 关 金 融 统计 、 金融 经 济 学 、 金 融 数学 、 金融 工程 等 等 的 “事实” 和 “模型 " 
在 第 一 章 中 叙述 了 关于 金融 市 场 及 其 功能 的 种 种 事实 同时 也 叙述 了 经 典 的 和 
新 经 典 的 金融 理论 的 一 系列 基本 原理 ; 这 些 理论 的 结果 有 助 于 理解 “合理 * 建立 的 随 
机 金融 市 场 的 结构 , 以 及 理解 在 这 样 的 市 场 中 投资 者 、 交 易 者 等 等 必定 有 怎样 的 “ 合 
理 ” 行为 . 整体 来 说 , 这 章 带 有 描述 性 特征 , 用 来 作为 金融 数学 和 金融 工程 的 引 论 . 
在 第 四 章 中 介绍 了 描述 金融 价格 、 指数、 汇率 等 等 演变 的 时 间 序 列 的 概率 分 布 
的 统计 分 析 结果 . 它们 所 表现 的 性 质 (“收益 ” 量 的 概率 分 布 密度 的 “偏离 高 斯 性 "， 
ir" 和 “ 厚 尾 ” 价格 性 态 中 的 "长 记忆 " 和 “高 频 " 特征 等 等 ) 有 助 于 构造 适当 的 
金融 指标 的 动态 模型 : 这 种 模型 对 于 研究 这 些 指标 的 未 来 运动 的 预测 问题 来 说 , 特 
别 重要 . 
第 二 章 和 第 三 章 包 含 大 量 有 关 各 种 概率 分 布 模型 以 及 随机 序列 和 随机 过 程 模型 
的 材料 , 其 中 有 许多 已 成 功 地 运用 于 金融 理论 和 金融 工程 中 。 
讲述 “理论 ” 的 第 二 卷 的 材料 也 由 四 章 组 成 


第 五 章 随机 金融 模型 中 的 套利 理论 - 离散 时 间 
第 六 章 随机 金融 模型 中 的 定价 理论 离散 时 间 





一 
一 一- 


dc t 
Ste 随机 全 融 模 型 中 的 套利 理论 、 连续 时 间 
BAX 随机 人 交融 模型 中 的 定 价 理论 . BAHT 


RAAB T EA Ke, 它 有 助 于 在 各 种 


此 基于 无 套利 机 会 而 ER 建立 起 来 的 模型 
第 五 章 的 关键 结果 是 金融 资产 定价 理论 的 第 一 基本 定理 ”， 它 (在 某 种 附 吉 条 
忻 下 ) 新 言 , 无 套利 市 场 就 是 存在 所 谓 风 险 中 性 (RAR) 测度 的 市 场 , 对 于 这 样 的 B E 


BE, 价格 形成 各- 
所 谓 完全 市 场 是 指 其 中 可 以 构建 这 样 的 证 券 组 合 ， 使 得 它 的 资本 复制 了 (在 未 
来 的 菜 个 确定 时 刻 的 ) 偿付 索 求 ; 这 样 的 市 场 联系 者 “第 二 基本 定理 ”. 
三 该 定理 相对 应 的 是 无 套利 完全 市 场 成 立 当 且 仅 当 只 存在 叭 一 的 团 测 度 . 
在 第 二 基本 定理 ” 的 推广 版 本 中 ， 也 描述 了 在 金融 市 场 的 完全 无 套利 模型 中 


的 价格 车 构 
条 六 部 六 述 宫 喜 时 间 的 随机 爹 融 模型 中 的 基于 第 一 和 第 一 基本 定理 的 定价 理论 - te I 


这 竺 最 基本 的 是 作为 证 券 组 合 的 动态 控制 方法 的 对 冲 概念 . 对 于 对 冲 价格 (价值 ) 所 
引 击 的 公式 以 及 在 完全 和 非 完全 市 场 上 所 叙述 的 求 出 最 优 对 冲 策略 的 方法 , 都 被 应 


全 融 市 场 模型 中 首先 分 访 出 那 


四 于 敬 式 和 美式 期 权 的 定价 . 《俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 
和 二 章 和 惫 入 章 有关 连续 时 间 人 情形. 其 中 叙述 了 通过 引进 半 鞭 和 随机 测度 来 描 
还 的 随机 会 项 模型 中 的 套利 理论, 并 且 导 出 第 一 和 第 二 基本 定理 的 各 种 类 似 版 本 . 这 译 者 前 言 
SURESH, 对 应 的 叙述 (第 七 章 ) 比 离散 时 间 情 形 (第 五 章 ) 更 为 复杂 , HREF 
三 区 分 新 的 许多 十 分 深刻 的 结果 . 第 二 卷 前 言 
最 后 一 章 (第 八 章 ) 讲述 套利 理论 应 用 于 连续 时 间 金 融 模型 中 的 定价 . 这 里 的 注 
意 力主 要 集中 在 对 各 种 倚 权 的 定价 . 第 二 卷 ”理论 381 
本 章 的 讲述 从 对 于 Bachelier 线性 模型 中 的 标准 GLA) 欧式 期 权 的 合理 价值 
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şaf. 第 二 基本 定理 的 推广 版 本 


— —— — L (0.8 88. EM A 
1. (B, 5)- 市 场 上 的 证 券 组 合 


§1a. 满足 平衡 条 件 的 策略 


1. 我 们 假定 , 我 们 感 兴趣 的 证 
性 " 可 通过 引 人 渗 选 概率 它 间 


- SRS: 


券 市 场 在 “不 确定 性 条 件 下 运营 ; 这 种 “不 确定 


(2, 2, (5,), 55, P) 

来 进行 概率 统计 找 述 . o (ME FL g 、 
BSE) BRM MEBI Sanat ENA n (EE n) 所有 市 和 

我 们 所 考 察 的 (B,S)- 市 场 ( 按 定义 ) 由 下 列 dtl 种 资产 组 成 

银行 账户 CARR” 
资产 ) B 
股票 CERE" 资产 ) 5S= (51,... ,sd) 
假定 , 银行 账户 的 动态 变化 由 下 列 正 随机 序列 来 描述 : 


B= (B, )n»a. 


其 中 对 于 每 个 n 之 ly E B, 为 多 -1- 可 测 . 
第 i 种 风险 资产 Si 同样 由 下 列 正 随机 序列 来 描述 : 


S* = (Sno; 


但 其 中 对 于 每 个 n> 1, 量 5; 为 多- 可 测 . 
由 这 些 定义 可 见 , 银行 账户 与 股票 之 间 有 原则 区 别 . 
B, 的 多 ,_1- 可 测 性 意味 着 ， 银行 账户 在 时 刻 n MIRCEA A n 一 1 (根据 所 
得 到 的 全 部 信息 ) 变 为 已 知 . 在 这 一 意义 下 , 值 B, ETHH. 
股票 价格 则 完全 是 另 一 种 局 面 : 量 5% 的 ,2,.- 可 测 性 意味 着 , 其 值 仅 在 得 到 时 刘 


n 的 所 有 “信息 Fa” NIEA GA. l 
这 一 区 别 说 明 为 什么 银行 账户 称 为 “无 风险 " 资产 , 而 股票 称 为 "NUS" Wi. 





= AB, i AS, (1) 
rn = Ba , Pn Bs. ` 
则 可 记 
AB, 一 fa Ba-t; (2) 


(3) 


AS, = Rasa: 1» 
-可 测 . 


其 中 (利率 ) rn 为 Fn TW, 而 ph A Fn 





县 模型 中 的 套利 理论 , WENN 


> prs mas 
这 样 一 来 ， WF nz, 
B,- B [[ 1*7? (4) 
]&k£n 
1&k£n 


根据 第 二 章 $1a 中 所 采用 的 术语 , ROA (4) 和 (5) 称 为 “简单 收益 (simple 
return)” 型 表示 式 . 
2. 我 们 设想 , 在 (B,5)- 市 场 上 运作 的 投资 者 有 可 能 


a) AAT PAAR, 

b) 买卖 股票 

这 时 我 们 将 假定 , 没有 与 资金 从 一 种 资产 转向 另 一 种 资产 转移 相 联 系 的 交易 
A, 而 资产 在 下 列 意义 下 是 “无 限 可 分 的 ": 可 以 买卖 股票 的 任何 份额 以 及 在 银行 
账户 中 存 借 任何 款项 . 

我 们 将 给 出 一 系列 有 关 投 次 者 在 这 样 的 {8B, 5)- 市 场 上 的 财务 状况 和 交易 活动 
HEX. 

定义 1. 随机 (可 料 ) 序列 

x = (3,7) 

称 为 投资 者 在 (B, S)- 市 场 上 的 证 券 组 合 , KBB = (Bn(w))nyo, Y = Cw) 
Yalu) noo. 其 中 Bn(w) 和 yi(w) 对 于 所 有 mm > 0 fi — 1,4 为 F, -Ai 
(5.1 = Fp). 


这 里 要 注意 某 些 要 素 . 


量 5 (2) 和 75(w) 不 仅 可 取 正 值 和 零 值 , 并 且 也 可 取 负 值 ; 根据 a) 和 b), 后 者 

意味 着 对 银行 账户 借款 和 股票 卖 空 ("short selling" ), 5 ! 

多 "可 测 性 假定 意味 着 , 由 投资 者 在 时 刻 n 的 财务 状况 来 确定 的 值 8 
Was E Bn(w) 和 
Sad 4 TORERE” 中 的 某 个 金额 以 及 所 占有 的 若干 股票 ") 所 依赖 的 不 是 时 

n D 

ART. RA. 而 是 在 时 刻 n — 1 所 接受 的 信息 (* 明 天 的 组 合 状况 完全 由 “ 今 
le ki pamanna (上 且 正如 在 所 有 基于 渗透 概率 空间 概念 上 的 随 
) 这 一 “特殊 " 角色 在 于 在 时 刻 n = 0 的 可 料 性 (根据 形式 记 


gies a 0- 可 测 性 相 重合 (在 上 述 定义 中 作出 约 
-1— Fp A ` > — 
HOES a amman 0 的 统一 角 术 的 视角 来 看 是 和 家 的 ， 


, 术语 "组合" i 
Ei E Am 这 一 术语 我 们 也 hiis c 经 常 被 取代 为 说 成 是 (投资 者 的 ) 





———— (9 9- 市场 上 的 证 券 组 合 
B RE Ia m 
在 上 面 我 们 总 假定 六 > 0 自然 
: A 2 0. . du jeg MEAS u i 
ey 在 这 一 情形 下 Ar Aihe ME = 7 T 视野 N", 所 有 定义 
定义 2. 证 券 投资 组 合 y 的 资本 是 指 随机 序列 | 
X? = (X7 nso, 
其 中 
d 
XT = f. Ba + xs 


i=l 
为 简化 今后 的 叙述 , 我 们 将 经 常 使 用 “无 坐标 ” 
和 Sy Tz (ips d T). 记 纯 量 积 


(6) 


iik, 对 于 向 量 Ya = (0. ^") 


a 
(n. Sn) = >. T 
=) 
为 yn5n. (如 果 d= 1, WA ARAE V A S H a Hs.) 
这 样 , dE 
Xi = Dn Bn + Ynn (7) 
对 于 两 个 序列 a= (as) sso Fl b= (bn noo. 有 


A (andn) = a, M, + b, 1a, (8) 
把 这 个 公式 〈“ 离 散 微分 法 ") 用 于 (7) 的 右 端 我 们 求 得 
AX; = (Bn AB, + mn A S4] T [B,.- LA, + Sn- 1A]. (9) 


这 个 公式 表明 , 资本 的 变化 一 般 地 说 来 自 两 个 量 的 变化 : 银行 账户 、 股票 价格 的 
变化 (BU B,AB, 45,45.) 和 组 合 本 身 组 成 上 的 变化 (BU. BAR, + SpA). 但 
fi, 自然 认为 资本 的 实际 变化 只 要 考虑 变化 量 AB。 和 ASn, 而 不 必 考 虑 变化 量 AS, 
Al Ayn. (对 于 第 二 种 可 能 性 , 可 以 形象 地 说 , “把 钱 从 一 个 口袋 放 到 另 一 个 口 效 " 不 
ROVER TMK) HAL RS 23, ARN Ji TEE. 9% 

这 样 一 来 , 我 们 产生 这 棋 的 结论 : 持 有 证 券 组 合 F 的 实际 “收益 "实际 “ 获 利 
用 下 列 从 零 出 发 的 序列 来 描述 : 


G" = (G7 )nz0s CD = D, 


Gr 三 Y AB, TAS). (10) 
k=l 


尤其 是 , 在 时 刻 n 的 “实际 ”资本 是 


le wd T om o au 
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dik & i FIEL ; d 
3 证 券 组 合 x Re ABTA, 是 指 对 应 的 资本 X^ (Xm azo 可 表示 为 


定义 
下 列 形式 : | +e 
X? X3 + (3. AB, (= +4 ASk)s mye i. (12) 
pA 
i 上面 引 人 的 公式 可 明显 看 出 , 这 里 的 自 融资 等 价 于 对 组 合 r AFA AR 
ER: 


Ba 1Afa + Sn-iAm = 0, n>1l. (13) 


这 一 条 件 的 直观 含义 非常 清楚 : 由 银行 账户 构成 变化 所 引起 的 资本 变化 (Bu AB.) 
只 能 通过 股票 “* 包 ”构成 中 的 变化 来 实现 ， 反 过 来 也 一 样 . 

自 融 资 策 略 7 类 以 后 将 记 为 SF ORE “self-financing” ( 自 融 资 )). 

还 要 注意 到 , 由 上 面 的 分 析 可 得 


(6) + (13) <=} (6) + (12). 


3. 非常 清楚 , 在 运作 证 券 组 合 r 时 , 总 希望 减少 组 合 中 的 资产 个 数 , 或 者 至 少 
简化 它 的 结构 . 意味 深长 (而 又 经 常 应 用 ) 的 途径 在 于 , “如果 先 验 有 B, »0,n2 1, 
那么 可 立刻 假定 B, =1." 这 点 由 下 列 注 记 和 导出. 

除了 (B,5)- 市 场 以 外 , 我 们 考察 新 市 场 (B, S): 


以 及 


对 应 组 台 m = (B) 的 资本 X= = (X7)nso 显然 为 


L8 78 3/04 MAE t NUR : 
Br, = inn = Bn a Si = BB E Yny) 一 Xn (14) 


IH 在 (B,5) 市 场 上 的 组 合 v 的 自 融 次 性 也 在 (5,3) 上 保持 , 因为 (参见 (13)) 


MED UD ee eS 
an = B (B, 1A, 十 Sn_1AYyn) = (). (15) 


由 于 AB, - 0, 故 对 于 ne SF, 对 应 (12), 4 


(16) 








ISS EE 
或 者 以 展开 形式 表示 为 


~r T n d 
P Ga = ARS + i — as " 
0 7 i Y na] ! Si i Si (17 
k=) Lee] By BT 


这 样 一 来 , 由 (14) Fn ( 


16) 我 们 求 得 , 对 于 x € SF 的 规范 化 的 均 本 TU - 
F= 


n B. 7 J (18) 


BERRA, CAF MKF ERAS Hotit 
关键 作用 会 ”概念 的 许多 计算 中 起 着 
由 已 证 明 的 结果 得 到 ， 


(6) + (12) — (6) + (18). 


直 斤 验证 也 可 指出 这 里 相反 的 荀 涵 关 系 也 成 立 .尤其 是 , 下 列 既 在 构造 自 融 资 策 赂 
时 、 也 在 验证 某 些 策略 自 融 资 时 有 益 的 关系 式 成 立 


(6) 4- (13) «— (6) - (12) <=> (6) + (18) 


还 要 注意 , KAR (18) 在 一 定 意义 下 比 起 12) 导出 的 关系 式 来, BH 


更 符合 金融 视角 : 






A(X) ES B, AB, +mAS,. (19) 


原因 在 于 在 比较 资产 价格 后 有 较 大 意义 的 不 是 它们 的 绝对 值 ,而 是 它们 的 相对 值 
(关于 这 一 点 , 已 经 在 第 一 章 82a 的 第 4 点 中 说 到 ). 正 是 出 于 这 一 点 , 我 们 考察 规范 
fit B--(-)ms- (5). KR BA S. 

选择 银行 账户 作为 规范 (又 称 折 现 ) 资产 是 某 种 约定 , 当然 , 取代 B 也 可 选取 全 
如 资产 g^... Sa 中 的 任何 一 种 或 者 它们 的 组 合作 为 规范 资产 , 但 是 由 于 银行 账户 
是 “可 料 " 资产 这 样 做 在 数学 分 析 中 带 来 一 定 的 简化 . 例如 , 由 “可 料 性 "导出, 条件 
2) Law Že F) 由 条 件 分 布 Law(Xr | Fai) 来 确定 , 因为 在 RE Faai” 


Ma. 同时 在 经 济 中 , 银行 账户 起 着 PHEA, AAE A 


F, Bn 的 值 变 为 > : 
等 作用 , 与 它 相 比 的 值 自然 就 是 其 他 证 券 的 价值 根据 银行 账户 的 变化 进行 平均" 的 


价值 
4. 上 而 叙述 的 (B,5)- 市 场 上 的 次 
“无 交易 费用 " 的 情形 . 当然 , 我 们 也 可 设 





本 X" 的 演变 的 情形 是 “无 次 本 流 人 流出 " 
想 别 的 模式 , 其 中 资本 的 变化 AXT 并 不 对 
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- no uy » tH 4 ree = 

PASE (19), 而 是 更 复杂 的 方式 ， 例如 , 考虑 “股票 分 红 ”、 Ws x 交易 费用 

EAEE ET ME E d 维 序列 Da = (Dus Dn) 其 中 Di 
Ar UE Ug di = AD. > 0. 我 将 把 Di 解释 为 股票 Sh 支付 的 总 人 

EAR A, Wk Xt = CC 20 的 考虑 分 红 的 变化 由 下 列 公式 来 确定 

t HAAR à A^ (Anina 





AXI = BaABn + n(A5n + ADn)s (20) 
而 由 良 行 账 户 和 股票 的 进项 组 成 的 资本 本 身 在 考虑 到 分 红 时 将 有 下 列 形式 : 
X7 = ,Br + YnlSn + ADn), (21) 
由 (20) 和 (21) 不 难 导出 , 自 珊 资 性 条 件 (13) 的 类 似 在 这 里 取 下 列 形式 : 
B, As + Sn—1 Xn — fn-1 n1) = 0. (22) 
尤其 是 ， 
(21) + (22) <=> (21) + (20), (23) 
以 及 (18) 推广 为 下 列 形 式 : 
A t3 =7 lA (= E x (24) 


“ 带 消费 和 投资 " 的 情形 . 我 们 将 假定 C = (Cs)。>o 和 了 = (In). 20 是 非 负 不 减 
(AC, 2 0, Al, > 0) 过 程 , Co = 0, 15 = 0, FFA C, LL, 为 多 -可 测 . 
RRA A* = (X7 )nx0 如 下 演变 : 


Axn = B, ABgs +TiAS + Aly — AC, (25) 
这 一 表示 式 说 明 为 何 所 考察 的 情形 称 为 带 消费 和 投资 ”的 情形 , C = (GC),>0 
称 为 “消费 过 程 *, 而 了 = (后 ),>o 称 为 “投资 过 程 ". 


显然 , MRR X7 记 为 形式 RS Peta EE T ME, 
分 的 下 列 限制 ("约束 ") 出 对 相合 去 地 


B, 4A, T Satin = Al, E AC,. (26) 
关系 式 (18) 在 这 里 推广 为 下 列 形式 . 
X? 
Aia2 a Sn A T 一 
(š) mA (3) + mm (27) 


联合 f A ra : 
- se 带 分 红 " 和 “ 带 消费 和 投资 ") 我 们 得 到 , 对 于 “容许 " 组 合 
"T AB. EAS EAD) Al, — AC, 的 组 合 ) 有 


X* AD 

——D | = S, A 

(3) = lA (2).2 "| Un- Cn) (28) 
B, By 


O 











一 一 一 一 一 一 一 一 G ; à 
M i. m 
(进行 股票 买卖 )“ 带 交易 费用 " 的 
ge 2 HE dt dere WE. TERHET On Ema 
TERMES, AR anoo aeaa RE 
取 自 银行 账户 使 得 总 值 Nn 4T s BALISE ris y Sn-1 的 股票 必定 
得 B4 A, = —Sn-1 Ay, > 0. i "in ME Am <0 那么 银行 账户 获 
DET (aL ORIS UE de Ig “是 的 费用 的 局 面 ， 这 时 ,如果 购买 
Yn > 0) 的 股票 ， 那么 由 于 其 价值 P. dis 带 交易 费用 、 Ir 
中 取出 的 量 并 非 是 95»-1ó*., 而 是 较 大 的 比如 (1 4 NS A 其 中 A>0 
如 采 股 票 出 售 (Ayn < 0), 那么 出 售 它 获 得 含 额 -5n_1Ayn, 进入 银行 账户 的 也 
不 是 这 个 数 , 而 是 较 小 的 比如 -月 Sn_iam, 其 中 心 >0 
由 此 很 明显 , 在 具有 交易 费用 时 , 取代 组 合 * 的 平衡 关系 式 (13) Once: 
l ， 系 式 (13) 的 必定 是 满 是 
FIH es. k vs) BHO ARE 
Bs 1A, + (1 二 AS a Av LUN, » 0) 
*(l- HM) Sn) A ys F( Ary, « 0) — 0. (291 
它 可 改 记 为 下 列 形式 : 
B4-1485, z= Sn-1ÅYn + AS,1 (A^; ) + Uin i (A^) =o. (30) 
其 中 (A^,)* = max(0, Amn), (An) = — min(0, Ayn) 
如 果 à = u, 那么 (30) 取 下 列 形式 : 
B, 1M, + S4 alas HAA = 0 (31) 
为 了 得 到 对 应 关系 式 (18) 8928401. 我 们 察觉 , 考虑 到 (30), 
A a Xn Xn-1 
= (3) " B, Ba- 
Bn Bn + ^nSn È Bn—1Bn—1 + Yni Sn- | 
z B, Bn-! é 
y ` " 
— AB, T nA (È) T : As e 
B4-148, + Sni A Ta i Sn vue 
- -2 (u( Arn)” X&y)*) +70 (22). ee 
n=l 
: 时 , 规范 资本 
这 样 一 来 , 当 具 有 由 参数 X u 和 平衡 关系 a T E 
s (X7 = B, By +m Sn) 的 演变 由 下 列 关系 式 来 描述 
on Sa) | SaL lAa) t + ulw): (32) 
A (35) = mA (#) Bn- PUE iren 
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,392 - pzs Mne me = 
mR A = ps, 那么 
a (ŽE) «n2 ($) : LE (33) 
Br + 
基干 等 价 于 上 面 叙述 的 其 他 见解 


ur, 还 可 给 出 > 
W Sn = ?n?n| Yn , 
资本 . 
假定 


ra 


Aon = pSs-i 十 AL, T AMn, (34) 
AB, = rBy-1 = (1 t NALn 十 (1 * p)AMn, 

其 中 L, 是 在 时 刻 n (由 银行 账户 取出 资金 ) 对 股票 的 累计 转账 , 而 (考虑 到 交易 费 

用 ) 在 银行 账户 中 扣除 ( 较 多 的 ) AWA (+ALL KWER, Mn 是 出 售 股票 的 时 

计 信 客 _ 它 向 银行 账户 转移 ( 较 少 的 ) 的 金额 为 (1 一 及 AMn, 短缺 的 部 分 又 是 由 交易 


费用 所 引起 的 . EV. 
由 (34) 明显 可 知 , 对 于 总 资本 XT = 记 t Sn 策略 7 和 转账 (L, M), L= (Ln), 


M = (Mn), Lg = Mo =0, A 
AX? —rB, 4-- p9, 1 —(AALn + uAM,) 
= rfn- Bn-3 + Pn—-1Sn-1 — (AAL, + pAM,) 
= B, AB, + yn AS, — (AAL, + AMn). 
但 
AXn = Ba ABn + Mm- ASn + Ba aA, + SS Ans. 
从 而 , 我 们 得 到 
Pr-IA 包 +Sn-iAy + AALy + pAM,, = 0. (35) 
xg e 
AL, = Sy 3(A9,)*, 
我 们 得 到 , (35) 等 价 于 (30). 


一 般 情形 .所 考 | 
投资 ， SAAR eH, 其 中 既 有 分 红 , 又 有 消费 、 


也 就 是 说 利用 上 面 引 入 的 记号 ， 我 们 将 假定 资本 


AM, = Sni (AMn), 


Xn = Ba By (S, + AD,) (36) 


如 下 演变 : 


AX? = BOB, + MIAS, 十 AD,) 十 AI, 


Pad Sn-1D(A3n)+ 十 UAY) ]. (37) 











———————— 1 (8,5 市场 上 的 证 券 组 合 
由 (36) 和 (37) 得 到 ,下列 平衡 关 系 式 满足 | 
B, 4 AB, + S147, LOVE. 
| = AG. : 
| AT, tóni n=1 + Sy, (Ay, )- T AS, (An. TN \ (38] 
它 确 定 了 组 合 的 约束 条 件 cae ee 
由 于 
a (ZE) = M s 
| ee, Fry 一 和 On 
n Ba- B, B, M? Ax). 
改 考 虑 到 (38), 我 们 求 得 . 对 于 容许 的 组 合 7 
ao S m 
a (28) zd ja 6 1 ADa] | AUn - C.) w 
Ba B, B, š Bn; | 
-E MAn) + uly) | (39) 
如 果 和 = p, EZ. mer 
AT 5. AD, | A(T, — C.) AS, " 
A] -—-.1- EA Epescd .cd PES a n ADn—1| Ayn) i 
(xi) Yn fa (È) 1 B, ] B3 " B,.4 (40) 


5. 在 假定 序列 M x (zt) 关于 原来 的 流 F = (Fa)nso 和 概率 测度 P 为 次 
nzl 


n 


(更 确切 地 说 , a- Heg) 的 条 件 下 , 我 们 转向 公式 (18) 和 (27). 


根据 (18), 
Xr _ XS, (Se 
m dh 2. A(z). VH 
由 此 很 明显 , (由 y (k > 1) 的 可 料 性 ) 序列 
X: Xi "T 
(F Ba js en 


ipd de, 也 就 是 说 (参见 第 二 章 qo CEARR. 
我 们 将 认为 , Xr 和 B, 是 常数 . 于 是 对 于 每 个 满足 


inf z^ 2C» -o, C = Const (43) 


的 组 合 n, 我 们 求 得 , 对 于 所 有 n» 1 


~ Sk XG 44) 








»imie. NON 
» à NE M 


即 , Mm (2 (2). 


Arm. aom i ge 中 的 引 更, ERRER t 
LE : ,规范 资本 满足 性 所 (a3) Ou T RIE, 将 记 为 E€ Ne), 
| Vin jv. | iw FIGHT n > 0, 
pry mu (2 pe, 特别 是 对 了 人 
到 这 一 规范 资本 (5) 


X7 4 
A oum —, 45 
E Ba Bo (35) 


这 -性 质 可 如 下 评述 gy GARI 
itt (B, S) I, 序列 = = (x ) Re. GRUB. I 2 的 术语 , EN 


的 市 场 称 为 有效 市 场 ".) 于 是 借助 于 策略 € Te, MRENA 个 常数 C 的 条 件 
(43), 不 能 指望 [在 “有 效 " 市 场 上 ) 规范 资本 的 均值 E. 变 得 大 于 规范 初始 资本 
XG 
Bo 

同样 正确 的 是 , 对 于 策略 re HC 来 说 , 即 对 于 某 个 C WERI 


sup = <C <w (P-as.) (46) 
n n 


的 策略 来 说 , 也 不 能 使 得 等 式 (45) 不 成 立 
直观 的 解释 在 于 , (E "RUBER" 的 情形 下 , 等 式 (45) 不 成 立 , 必定 使 得 量 EI 
了 的 人 TRIADA RH HER CI SEA m 
: . 然而 . I C n 、 ii Vn. 

(与 此 相 联 系 的 也 参见 tag 中 的 第 vmm d i ao ae 
cath Tater esis D 有 意思 的 问 是 在于, 当 把 确定 时 刻 n 车 换 为 
=T(w) 时 , 性质 (45) 是 否 还 保持 . 这 个 问题 例如 对 于 美式 期 权 (参见 


第 六 章 ) 很 有 意义 , 其 中 在 策略 概念 自身 中 就 已 
FT MORD Mr 引入 停 时 , 它 是 由 比如 使 期 权 提交 执 


可 以 立刻 注意 到 , (y = (Yn Fn) 是 抉 随机 序列 , 那么 
E(Y, | # -1)= Yn-i, EIY,| < OO, 
而 这 意味 着 
En = EY. 


MTRIUBM r = rfu) < oo oen Ki, 性 质 


EY, 四 EY,, (47) 


— L (8 可 -市 场 上 的 证 券 组 合 m^ 
mes iris " " Sues pa e 其 中 考察 布朗 运动 情形 ) 如 果 比 如 + 是 有 
中 和 在 14901 的 第 Vi deat co eo CM. 关于 各 种 充分 | 
e ss nde bi. MAY §2 中 讨论 , 其 中 引入 了 - ORR an i n 
Ü pub ing 别 准 则 部 是 说 , 为 了 满足 (47), 不 能 允许 “过 大 名 . | 
的 Y.) 性 质 (47) 不 成 立 的 例子 以 后 在 52b 中 引信 [Me ee 
6. CITES TRIES CH, eir pup i 
任何 限制 , 总 认为 8, ER, y cm -AA 
然而 在 实际 实践 中 , 可 能 加 上 形 形 色 
划 不 允许 向 银行 借款 .如 果 ^» > 0, BB 
在 债务 中 有 股票 
如 果 在 组 合 中 附加 条 件 


ox) 的 可 能 值 进行 


色 的 限制 . 例如 , 限制 3. > 0 意味 着 在 时 
么 不 允许 “ 卖 空 ”(short-selling}. MR fei 


S, 
men 


X; 
其 中 a 是 某 个 常数 , 那么 这 意味 着 , 对 于 总 资本 (xz) 中 的 “风险 ” 资 
j i AS x; 资本 成 分 
Sn) 必定 不 超过 给 定 的 量 a. T 
对 组 合 r 的 限制 的 另 一 些 例 子 例如 有 条 件 型 限制 : 


P(X) €A)»1-«& 
(对 于 某 些 给 定 的 N,s > 0 和 集合 A) 或 者 
P(X) 2 fn)=1 


(对 于 某 个 ,多 N- 可 测 函 数 Js = Jx(o))， 
后 一 种 情形 将 在 下 一 节 中 联系 “对 冲 " 概念 来 详细 考察 


81b. “对 冲 "的 概念 . 上 价格 和 下 价格 . 完全 和 不 完全 市 场 


1. 我 们 将 假定 , 在 (8,5)- 市 场 中 的 金融 活动 限于 时 刻 n= 01 NC 

BE fy = fn(w) 是 某 个 (* 专 用" 的 ) 非 负 FATA, 其 语义 为 “偿付 案 
SR, HERBY 支付 等 

定义 1. 具有 B = (Mh y= (rm) (0 01, N) 的 证 券 组 合 = (3,0) OS 
上 (æ, fw) XP (下 (2, fe) S9), 是 指 XG = 2, 00 DUR XR > fre (Pr) (MI 


的 是 , Xx < fy (P-us.))- 
verdi beri x 是 完善 的 , 是 指 XS = 2, 22 0 以 及 XR = fs (Pon), 


"XJ Mi" (hedge, MUR PEE) 这 一 概念 | 
要 的 角色 , 它 是 某 种 防范 工具 ， 用 来 在 证 券 市 场 上 力求 确保 资本 以 及 达到 对 合约 人 


险 的 最 化 目标 , 





peas. ERES 





P ES mns — 
—————— Ts | 
- = sh 利用 这 样 的 行动 可 力求 获得 确保 
de \\ * th .入 后 陈述 我 们 的 行动 ， 和 
下 面 引 人 的 定 LADT 
的 资本 . 
wd (T, Xy 2 fn (P-2-3.)] 


H(z, fy; P) = 07 : 


为 上 (a, fn )- 对 冲 类 以 及 
Hts, fuiP) = Ur XE =2 XN < Ju (P-2.5.)) 
为 下 (z, fn 上 -对 冲 类 . 
定义 2. 设 fx 是 偿付 索 求 . 
a 
C^ (fy; P) = inf(r > 0: H*(z, fw; P) * g) 
称 为 (对冲 偿付 索 求 fy 89) 上 价格 . 
量 
C. (fu; P) = sup(z > 0: H.(z, /w;P) # 2) 
称 为 【对冲 偿付 索 求 fy 的 ) 下 价格 . 
注 1. 正如 通常 所 做 的 那样 , 如 果 对 于 所 有 c > 0 H*(z, fv; P) = Ø, WARI 
补充 定义 C'(fw;P) = oo. 集合 H.(0, fw;P) £ 8 (RM GB, = 0, x 三 0 就 足以 说 明 ). 
如 果 对 于 所 有 T2 0, H.(z, Iu; P) E e, 那么 C.( Ni P) SS ede 


注 2. 在 上 面 给 出 的 定义 中 没有 对 证 券 组 合 提出 “平衡 限制 或 者 其 他 限制 . 党 
见 的 这 种 限制 之 一 例如 有 “ 自 融资 性 " 条 件 (参见 上 节 中 的 (13). 自然 , 在 具体 讨论 
中 , 必须 对 “容许 " 策略 7 规定 要 求 


注 3. 当然 , 也 有 可 能 (至 少 对 于 某 些 z) 类 H(z, fy; P) 或 HL(z, fw; P) BE 
& 在 这 一 情形 下 , 有 价值 的 是 例如 从 下 列 均 方 偏差 的 视角 下 来 比较 不 同 组 合 的 质 


EIXN — fuj?. 
(参见 后 面 第 六 章 中 的 §14.) 


合约 . 考虑 到 双方 利益 的 对 


n), 不 能 有 套利 机 会 , 即 无 风险 收益 (或 


者 如 另 一 种 说 法 , 不 能 有 免费 午 父 (free lunch), 因为 购买 者 一 般 来 说 没有 任何 理由 


同意 这 一 点 . 


———————— L (B, 8f 
— ORRE EDU M igi (897. 


T 





如 果 你 是 购买 合 、 
BU CR ERHLA- Mii RBA rm, 但 是 尽管 如 此 , 这 一 价格 也 不 
这 一 点 “收益 ,因为 在 出 售 者 那里 全 没有 任何 理由 会 同音 

现在 我 们 指出 ,上 而 引入 的 < 上 
e sa 价格 " 和 “下 价格 " C = i 本 
C. Uni P) 具有 这 样 的 性 丰 ;ju C-) FI ie» o sitas arri) I C. e 
的 (最 大 ) 价格 集合 :购买 者 和 出 售 者 有 套利 机 会 

设 合约 的 价格 为 tA Se : ^ 
ARIAS FARE yer TJRüBENUHTADS 

ERI AEN = 中 分 出 ， 使 得 c 


2" (y) 对 它 来 说 资本 xr) «yz, 并 以 这 些 钱 购买 证 券 ERAS 
J 0 = 


i v 而 在 时 刻 N, XV 0 > fy. 这 样 的 组 合 由 C* 的 定 
Am ves 显然 存在 . (用 另 一 种 说 法 ， 这 一 运作 可 解释 为 出 售 者 在 时 刻 n =0 a 
据 组 合 x*(y) = (8;(y),Yi(y))oenecw 对 (B,5)- 市 场 的 投资 金额 为 y, 其 中 购买 债券 
Bo (y) 和 股票 (y), 它们 特别 是 满足 55 (y) Ba +y) = y.) 

在 时 刻 N 这 一 组 合 x"(y) 的 占有 者 可 得 到 的 资本 等 于 xO 因而 这 两 种 运 
作 (出 售 合约 和 购买 组 合 my) 的 总 “损益 " 等 于 


(z= fy) + Xy  - y) - (x - y) (XE ry>0. 


这 里 二 + XN O 是 (在 时 刻 n = 0 和 N) 两 次 运作 中 出 售 获得 的 量 , 而 fy +y 是 他 
在 时 刻 n= N 必须 支付 的 量 以 及 在 时 刻 n= 0 为 获得 组 合 e (y) 而 必须 的 花费 

这 样 , z — y 形成 合约 出 售 者 的 纯粹 无 风险 ( 即 套利 ) 收益 . 

现在 我 们 转向 合约 购买 者 的 套利 宙 会 . 

设 购买 者 以 价格 zx < cC. 购买 了 承诺 向 他 支付 f 的 合约 . 为 了 得 到 免费 午餐 ， 
购买 者 选取 了 某 个 满足 z<yY<C。 b y. 

根据 C. 的 定义 , 可 求 得 组 合 n. (y), 其 (在 时 刻 n=0 的 ) 初始 价值 为 六 而 (在 
时 刻 n = N) 达到 资本 XT! < fu. 对 于 这 个 购买 者 来 说 , 他 已 经 为 了 在 时 刻 N 得 
到 所 承诺 的 (随机 ) 金额 jw 而 支付 了 z: 而 他 可 通过 下 列 方式 来 获得 套利 . 

他 在 时 刻 n 二 0 投资 量 (—y), 使 得 其 对 应 的 组 合 Fy) = —7. (y), RUP n. (y) = 
(Ben (y), Yan (y))ogn N- 

这 样 一 来 ， 

#(—y) = (和 mW 一 cn))osn<N， 


而 这 就 是 说 , (—y) 在 债券 和 股票 之 间 的 分 配 是 对 应 下 列 关系 式 来 实现 的 : 
_y = —B.o(y) Bo — ?«o(y)So- 


合 (y) 在 时 刻 N 给 出 资本 


js «(y) 
xe x cvs =X, 


第 五 章 mamans EH. 商 散 时 间 


-y) 的 总 “BLE” 等于 


: 898 - 


买 合约 和 投资 ( 
i aa, 


合约 的 购买 者 的 纯 (套利 ) 收益 
这 种 运作 有 怎样 的 实际 含义 呢 ? 


因而 , 所 引入 的 两 种 运作 OR 


(fn —2)* xe -(-9)7 
Bi, 正如 我 们 所 看 到 ， 它 是 以 价格 < mst 


1) 投资 量 (一 急 ， 
在 上 述 讨论 中 , 引进 了 负 的 O 8 efe, 我 们 已经 例如 在 第 一 页 ste 的 和 


< 卖 室 " (short selling 3 
RA, E eis 同样 适用 于 当前 的 投资 (~y) 的 局 面 , 这 就 意味 
4 点 考察 期 权 者 " (比较 第 七 章 $la), 他 同意 向 你 支付 y, 以 


i 一 个 "投机 
e da neto xz 9, 后 者 (由 于 价格 的 随机 特征 ) 既 可 能 大 


F y, 也 可 能 小 于 y- ; 

E Abhe (不 明显 地 ) 基于 市 场 足够 流 动 的 假设 ,其 含义 在 于 市 场 上 有 
尼 通 多 样 的 对 价格 的 升降 有 不 同 的 利益 、 视角 和 期 待 的 投资 者 、 交 易 者 、 投 机 者 等 
的 是 个 “ 谱 族 "顺便 指出 , 所 有 这 些 都 说 明 , 严格 的 数学 讨论 必须 清晰 地 陈述 对 爹 
屁 市 场 上 可 能 运作 的 要 求 和 限制 . 以 后 将 在 所 运用 的 策略 类 中 引信 容许 性 条 件 (B 
见 例如 第 七 章 中 的 $1); 这 种 条 件 是 比如 不 准 在 市 场 上 出 现 套利 机 会 之 类 的 限制 的 
例子 

这 样 一 来 , 我 们 有 两 个 价格 区 间 , [0, C.) 和 (C",co), 它们 都 是 导致 套利 机 会 的 
价格 区 间 . 然而 , 如 果 约 定价 格 ze C. Ce), 那么 这 里 无 论 对 出 售 者 , 还 是 对 购买 者 
都 没有 套利 机 会 

这 一 状况 说 明了 为 什么 价格 区 间 [C., C*] 是 可 接受 价格 区 间或 双方 可 接受 价格 
区 间 . 

我 们 再 一 次 强调 , 选取 双方 可 接受 价格 z e (C., C7], 使 得 无 论 是 购买 者 , 还 是 出 
售 者 , 都 没有 无 风险 收益 . 双方 中 的 任何 一 方 都 由 于 价格 运动 的 随机 特征 , 既 可 能 赢 
也 可 能 输 . RH, 尤其 是 高 额 盈 利 , 应 该 看 作 是 (比较 第 一 章 Sle 的 第 2 点 ) 某 种 


“风险 补偿 
下 图 “和 概述" 了 上 述 对 于 出 售 者 和 购买 者 的 偏好 价格 和 可 接受 价格 : 


合约 购买 者 的 价格 偏好 区 向 合约 出 售 者 的 价格 偏好 区 间 


0 Cs 
* c* 
AYE SAA V ee tpa] Oe Mc ER 
H9 对 于 购买 者 和 出 售 者 的 偏好 价格 范围 和 可 接受 价格 范围 ve，_ C, (fw; P), C* =Ce(NiP) 


4. 我 们 来 较 详细 地 讨论 给 定 vp. 
使 得 Xp = 2 BL xe = TRAE x 和 偿付 案 求 fv, 存在 完善 的 (s. fry) -对冲 工 ( 即 


= fy (P-a.s.) 的 策略 ) 的 情形 . 
等 式 XN = fy 意味 着 ， 对 于 对 冲 T pU 索 求 Fis 可 达 ， 或 者 还 可 说 成 可 复制 





一 
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1. (B, 9)- 市 场 上 的 证 券 组 合 


`, : j j z E . 
那么 这 时 类 H(z, Ini?) 和 H(z, bib c des. ap 


C'(fu; P) = C. (Jy; P. 


换 句 语 说 , 在 这 样 的 情形 下 , < 可 接受 价格 区 间 归结 为 单一 价格 


CUNiP) (= C'(fu; P) = C, (fw; P), 


它 是 偿付 索 求 fy 的 对 于 绝 买 者 和 出 售 者 来 说 都 可 
可 接受 的 合理 【公平 
离 这 一 价格 , 正如 上 面 所 解 靶 ， BEA GRINS Hes mM Tra 
这 一 特殊 情形 由 其 重要 性 赢得 -个 特殊 术语 


定义 3. (B, 5)- 证 券 市 场 称 为 N-KERB(A FON N) BL, EBA 多 
， -可 
测 (有 限 值 ) 偿付 索 求 fy 可 达 ， 或 可 复制 , 即 对 于 某 个 z, 可 求 得 完善 的 (s, Ju 
Fh, 即 对 于 它 来 说 ， 


XN — fu. (P-as.). 


在 相反 情形 下 , 市场 称 为 N- 不 完善 或 者 (关于 时 刻 N) 不 完善 , KEE. 

一 般 来 说 , 所 规定 的 完善 性 条 件 是 相当 强 的 假定 , 其 要 求 会 对 (5, 8)- 市 场 的 结 
构 加 上 十 分 苛刻 的 限制 . 同时 , 在 许多 情形 下 , 不 需要 对 于 所 有 Fy-T MRM fy 都 
存在 完善 对 冲 , 而 只 需 比 如 对 有 界 函 数 或 者 满足 可 积 性 和 可 测 性 的 某 个 条件 的 子 类 
的 函数 , 就 已 足够 . (不 过 要 参见 84f 中 的 定理 .) 

定义 4.(B,5)- 证 券 市 场 称 为 N- 完 全 或 者 (关于 时 刻 N) 完全 , PRENAR 
Fn- RRRA H. 

关于 市 场 是否 完 善 或 完全 的 问题 的 求解 对 于 金融 数学 和 金融 工程 来 说 意味 深长 , 
因为 它 为 构造 使 资本 Xe 复制 “偿付 索 求 ”fw 的 组 合 x, 建立 了 原则 上 的 可 能 性 (或 
不 可 能 性 )、{ 在 不 可 能 精确 复制 fy 的 情形 下 正如 上 面 已 经 注意 到 , 例如 可 提出 求 
达到 inf E[X% — fu]? 的 组 合 的 问题 , 其 中 inf 对 于 所 有 “和 容许" AS 7 来 取 ; 关于 这 

见 后 AB PB $1d.) 
TRUE IBI ARTEAREN 补充 假定 的 一 般 情形 下 , 看 来 
很 难 给 出 某 种 令 人 满意 的 回答 . 然而 , 对 于 所 谓 无 套利 市 场 (参见 后 面 $2a PAVE 
X), 其 “完全 性 ” 问题 就 能 以 所 谓 半 测度 的 唯一 性 来 获得 完全 彻底 的 解答 (参见 82b 
4a 中 的 定理 B). 

ERE M 我 们 考察 构造 极为 简单 的 (B, 3)- 市 场 的 一 步 模型 (N = 1). v 
样 的 例子 中 , 人 们 可 清晰 地 寻求 怎样 以 目 然 的 方式 在 价格 C.(Jv;P) ne M : 
计算 中 产生 装 (或 者 说 , 风险 中 性 ) 测度 , 以 及 本 质 上 基于 这 样 的 测度 的 运 


怎样 的 一 般 定 价 原理 . 





"ti 由 机 金融 模型 中 的 套利 理论 NEMUS 


—— HÀ 


下 价格 
一 步 模型 中 的 上 价格 和 uns 
glic 在 pcs nut (有 .3)- 市 场 的 “一 步 模型 ". 这 市 场 有 银行 账户 Be (B,) 
Lu eg (Sn) 其 中 小 = 0,1. 假定 ， 常数 Bo > 0, So > 0, 以 及 (参见 和 la 
= uO =: (On) i 


B, = Boll +r), 
Si = Soll + P), 


"th dab n » > 0), 而 利率 p 是 随机 变量 (o > -1). 
TREE “随机 人 性 ”都 来 目 P 的 值 , x 只 需 对 有 Borel 系 A(R) 的 
数值 直线 R = (o: |p| < co} 的 概率 分 布 P = P(dp) 来 进行 运作 就 已 足够 . | 
我 们 将 假定 , 测度 P(dp) 的 支 集 集中 在 区 间 [a 0] E, 其 中 -1< a <b < oo. 如 
果 测 度 P(dp) 集中 在 两 个 点 {a} 和 (0) 上 , ABA (1) 就 是 在 第 二 音 $le 中 提 到 过 的 
一 步 CRR- 模 型 
2. ib f = S) 是 偿付 索 求 函数 ， 并 且 为 了 简化 记号 , 记 C (P) = C"(f;P)， 
C.(P) = C. (f: P). 由 于 Bo > 0, 故 不 妨碍 一 般 性 , 可 认为 Bo = 1. 
在 所 考察 的 一 步 模型 中 ， 组 合 r 由 数 对 8 和 y 来 确定 ， 它们 的 值 必 须 在 时 刻 


(1) 


n=0 he. 
根据 在 上 节 中 给 出 的 定义 ， 
C'(P) = iara * 150), (2) 
以 及 
C.(P)- sup (84494), (3) 
(AEH, (P) 
其 中 
H*(P) = (8,3): BB, + 19 > f(S1), P-a.s.), (4) 
以 及 
HAP) = (2,5): BB, + 48, < (Si), P-a.s.). (5) 
我 们 考察 在 H* (P) 中 的 限制 
B( +r) + Soll + p) > f(So(1 + p)) (P-as.) (6) 


并 引入 ( 初 看 起 来 相当 人 为) | | à 
个 性 质 FAD) lasd] 上 的 分 布 类 PAP) = { = Play), tz AT FRI 


[ Pep 
(OME? AP HME B e P,P ri WR 


b 
J oP(dp) = r, (7) 


BSE re A 
我 们 将 假定 , 这 个 类 多 (p) yp 1 5 
fel * AP) A o. (x ur tini 
gid 中 讨论 以 及 在 83i 中 详细 讨论 .) Mis 


现在 我 们 注意 到 下 列 KERS, 它 是 金融 数学 中 的 许多 计算 的 基础 
如 果 测度 P ~ P, 那么 在 不 等 " 
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—— 


显然 在 CRR 模型 中 成 立 , 后 者 以 后 将 在 
X (6) 中 的 条 件 «peur 可 取代 P 

| a" 3 为 条 件 Pas. 
因此 , 如 果 (8, y) € H*(P), 那么 x 


AM +r) + ySo(1 + p) > FSO + p)) (P-a.s.), 
以 至 对 这 个 不 等 式 的 两 端 按 测 度 5 PP) BL 并 考虑 到 (7), 我 们 求 得 


(8) 


B + 1$, > e; Soll) 
r 


由 这 一 不 等 式 显然 可 导出 对 于 CP) 的 下 列 下 估计 ， 


(9) 


C'(P) = inf » 
(P) P NA 5 


f(Sa(1 + p)) 
2 sup 上 5 一 一 一 一 一 (= rz"), 10 
Pc (Pp) "TER ile u)) 


用 类 似 的 方式 我 们 得 到 对 于 C.(P) 的 上 估计 : 


C.(P)€ inf E, "X +) 


PEPP) l+r 


(=p (11) 


这 样 一 来 ， 
C.(P) < z. <2" € C'(P), (12) 
* (f£ BP) 4 e 的 假定 下 ) 证 明了 不 等 式 C.(P) < CP), t C.(P) fü C*(P) HE 
义 来 看 , 它 并 非 那么 明显 . 
我 们 转向 性 质 (7), 先 把 它 记 为 下 列 形式 : 





1+p 13) 
E IT E us, 

由 (1), 它 等 价 于 $5 S F 
EP. 一 By 








MAHNEN? MER 


gzs mus DES — 


:成立 的 状况 , 说 明 为 什么 类 PCP) PAINA p 


下 是 这 一 也 在 更 一 般 的 情形 
e yr pos vem AL. | 

注意 ， 这 种 测度 的 出 现 ， 在 i " 
因为 在 原来 的 随机 基底 上 已 经 有 一 个 “和 
基于 这 个 测度 . HE 也 确实 如 此 , 因 为 


| 算 比 如 上 下 价格 时 ,初夏 起 米 似 平 带 有 人 为 方式 
来 的 ”概率 测度 , 并 且 看 来 所 有 计算 应 该 


Soll + p)) 
OLEA Lg t ET, Qs, 


其 中 z(p) = 5 是 测度 关于 测度 P 的 Radon-Nikodym 导数 

然而 ， 卖 测 度 的 出 现 带 来 更 深刻 的 特征 ， 因为 它 以 最 直接 的 方式 与 所 考察 的 
(B, S)-ri d E B3 Xo dt re e TET RK. 

这 一 向 题 将 在 下 面 的 第 2 节 (“无 套利 机 会 市 场 ") 中 详细 讨论 . 现在 则 顺便 指出 
当 不 等 式 (10) 和 (11) 得 到 保证 时 , 实际 上 等 式 成 立 . 

3. mM L= f(So(1 十 z)) 是 在 ob 上 的 (F) DERAS. (Pie 
得 , 每 个 闭 集 (a,b) FASS REI (a,b) LER, 可 能 有 的 间断 只 可 能 在 区 间 的 
端点 上 .) 





i 
a r ; 
图 52 偿付 函数 f = J(So(1 + 2)) 


过 点 (a, fa) 和 (b, f) NHR y = v(x). 如 果 这 条 直线 的 方程 为 


U(r) = p50(1 + a) + y, (16) 
那么 , 显然， 
pus ti f 
i So(b— a)’ v= Otol (17) 


我 们 引 人 策 略 x* = (8* ,^*), 其 中 


pr 





— PURA 

a TU 

那么 n° € H*(P), 而 这 就 是 说 MOOS) > J(p)j 对 于 所 有 pe la, nir 
C* (P) 一 i if ` 

nem E + YS0) SA" *Y s, Y + S0 (19 


PETE XT T Bo nr i as PIP) 作 下 列 假定 


(A): 存在 PP) him pui; 
上 的 测度 Pp. TEN 


如 果 这 个 假定 (4") 满足 , 那么 由 等 式 


(Palast, BIBT REN A a 和 上 


ete 
Trp 
可 得 
Ep ra 
1c: 
由 此 求 得 , 概率 p* = P*(5) 和 六 = P*(a) 满足 两 个 条 件 : 





p tq —1 
和 
bp +ag* =r 
因此 ， 
Eg $ b—r 
P "ea q "cA (20) 
同时 , 再 由 测度 P,, Sour OE P* 的 假定 , 并 考虑 到 (19), 我 们 求 得 
sup Es Se > lim Ee fe = Ep. Sp 
PEPP) +r n prf l+r 


" fs ^ fa r-a I | 9-2 Js 


1 + T14+r b-al¢r b al+r 




















"d 


p 

Vv ` 上 se 
一 -一 十 iSpy =P +7 So 
1 十 了 


> inf (8+ 559) » C'(P). (21) 
EHP) 


把 它 与 相反 的 不 等 式 (10) 联系 在 一 起 , 我 们 得 到 


sp) int  (84+7S) =_ up Ej e (23) 
Sung 795 TN , Peor (P) : CE 


对 以 上 所 述 进行 分 析 , 我 们 注意 到 , f = /so + 0) 作为 p € [a,b] 的 函数 , 连 
续 性 和 凸 性 是 相当 标准 的 假定 ， 并 且 因 此 不 至 于 引起 强烈 反对 . 





ee 


第 五 意 随机 金融 模型 中 的 套利 理论 - 离散 时 间 E" 


— 


D ; 限 分 布 的 弱 紧 性 假定 (4a) 

.于 航 测 度 有 集中 于 两 点 0 和 4 BOR $ ) E 
: ^ E PANA “可 怕 的 "假定 ; Me a 和 6 fig 
g LH". PAL, 率 Pla,a 0 NI Piè — eb) > 0 

; ML go . 每 个 e > 0 BUE Pla, +} > E. 
Md PA LRBERIÉE P — P (B 具有 下 列 作 质 对 于 任何 。> 0 有 
| s 20 P{b — e, b] > 0, H L pP (dp) EU Benue RIED. ins 可 借助 
BOE 10) Aa Hib BORD oae] F [p-eb LE HO UR P 的 质量 来 构 


:中 要 求 等 价 性 P ~ P 始终 保持 . 
= spia poi CRR (Cox-Ross-Rubinstein) 模型 , 其 中 原来 的 测度 P < 应 
此 "在 a mo L 而 测度 P 的 构造 不 会 引起 任何 困难 . (就 其 实质 而 言 , 我 们 已 经 在 


(20) 中 构造 了 它 ,) 
我 们 以 下 列 断 言 的 形式 来 陈述 所 得 到 的 关于 C" 的 结果 (也 参见 [93]). 


定理 1. UHR odit (oU p) 是 p 在 [a,b] Eso EE BR, Yo 
KH de (AT). 那么 上 价格 
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— à 


a pe do EA) 

C (P) = sup Eg Roe (23) 
这 时 , sup 在 测度 PY 上 达到 , HB 

(eA pT a (24) 











b-al+r b~al+r'’ 
其 中 fy = FS + p)). 

4. 现在 我 们 转向 下 价格 C.. 

根据 (3) 和 (11), 


C.(P)- sup (6+75js inf Ese. (25) 
(8, )€ H.(P) Pe AP) l+r 





其 中 f, = {(So(1 + p)) AK p € {a,b}, 
AAA f, TE [a,b] PRES, 那么 对 于 点 + e (a,b) 可 求 得 入 = A(r), 使 得 


f(So(1-- p)) > f(SoQ + r)) +(p- r)A(r) (26) 
对 于 每 个 pe [a, b] fiis. 其 中 


u(r) = f(S(1 +r) + (o — r)A(r) 


是 由 点 r 出 发 的 REE Sen 它 使 
. ne a 1 得 
V Pe (P) 于 是 由 (26) 求 得 “图 像 在 这 条 直线 的 上 面 


i  f(Ss(1 
sep rera > fs e) en 


I 一 L; g ! 
一 l tausaga us. 
| | Se eee ee 
我 们 定义 


于 是 (26) 可 改写 为 下 列 形 式 : 对 于 pe Jat) 


J(So(1 + 5) > 8.14 r) 


由 此 得 到 m. = (8.,5.) € H.P) 
按照 证 明定 理 1 的 同样 模式 假定 下 列 条 件 满足 : 


T Ys 5ol 1 + 9j, 


(A.): PP) 中 存在 测度 子 序列 {Pa}no1 弱 收 伍 于 集中 在 一 个 点 的 测度 p 
于 是 在 函数 fp 连续 的 假定 下 , 











41 inf Ez Ío < lim Ez I — de -- fi S l +r 
Pe (P) Pipp ~ n Pajir od a lr 
= 3. + Sy. < sup B + Sov) = C.IP) 
BCH UP 


ES (26) 一 起 证 明了 下 列 结果 . 
定理 2. REA f, 连续 , 在 lot PFA BEL BERSE [4.) ASTU 


7 K. 2 f( Sofi + p 
C.(P)=_ inf E————— < P (28) 


Pc P LST 


这 里 inf 在 测度 P。 上 达到 , R 





C.(P) 2 — (29) 


l+r 


ik. 例如 设 P(dp) = E E Ja, b] 上 的 均匀 分 布 测度 在 这 一 情形 下 , 条 件 (A7) 
— 
和 (A.) 满足 因而 上 下 价格 由 公式 (24) 和 (29) 来 确定 
5、 上 面 引信 的 上 下 价格 的 “概率 " 分 析 都 根 设 , 股票 价格 中 的 所 有 不 确定 性 者 


服从 这 样 的 概率 描述 : 假定 p 是 概率 分 布 为 P(dp) 的 随机 变量 | 
但 是 p 也 可 简单 地 看 作 某 个 在 区 间 [ad PRAES) "x^ GEHE 在 这 一 情形 下 ， 


取代 类 H*(P) 和 H.(P), 自然 引信 类 


Al = {(8.7) : 8(1 +r) + 7500 +P) 2 f(So(1 + p)), Ye € [a.b]} 


RI 


i. = (03,4) : 80. +r) +U - 2) S f(Sa(1 + 9). Vp € fabl}, 





理论 . We 
uw wae MugBATPOEHNU PEU 0 —H 
其 中 不 等 式 满足 的 条 件 pas” 取代 为 条 件 s 对 于 所 有 pE lad”. WR, 对 于 每 个 


EME P, 






Hr C H* (P), H. c H. (P). 


goku e SF, 也 不 妨碍 引入 (也 是 带 有 人 


有 原来 的 
我 们 察觉, MEER dp), 满足 性 质 (比较 (7)) 


方式 的 假设 ) |a, 站 上 的 概率 分 布 P=P( 
[ pP (dp) zz f. 


a 


这 样 的 测度 类 多 显然 非 空 , 上 面 所 考察 的 集中 在 两 个 点 a 和 8 上 的 测度 P (参见 
(20)) 和 集中 在 一 个 点 r 上 的 测度 p. SN Tix TS. 
类 似 于 (2) 和 (3), 我 们 定义 


C = inf (83$) (= C'(P) 
(8,7) cH 


C.- sup (845559) (& C'(P)). 
(3e R, 


由 上 而 引 人 的 讨论 (参见 (8), (9) 和 (10), 我 们 求 得 , 对 于 每 个 概率 测度 P. 
As f(So(1-* p)) 
C = "ap UPS ys 


» sup Es f(GSo(1 * p (30) 
Pep) i+r 


& = ant e. Z(So(1 
ania V * 180 «nf. Ep OR +e) 
€ int g "(S1 9) (31) 


P (p) lr 


un NATA A GS LL e ee b rey ps neo 测度 


Pr, lk (比较 (21)) 


sup AS +9) 4 
D > Ep IU). Pe de em 
r | 


jas, Es EC te) < Ep, Aalto) 


-这 





【5.3 市 声 
COSTUMES, | ds 


在 定理 ) 的 证 明 中 所 SRN UMS se S PATET 
ñ” 


上 的 下 凸 函数 的 假定 下 ) 有 FSFE (在 为 fo, 


cC inf (84 








(Bye HS 30) < A + YSo- p' PH tq lI 
Bi lr 1+ 
E ^3 (30) RI (32) -起 指出 [比较 (23), 
C. sup Ej L(So(1 4 t p) 
Pci 1+ r , (M) 
以 全 (比较 (24) 
e 一 a fr « fe 
lert vm (35) 
其 中 Jp = f(Sa(1 + p)). 
用 类 似 的 方式 我 们 求 得 (比较 (28) 和 (29)), 
PR J(So(1 + p)) 
Ue RE Es Ire ge (36) 
以 至 
4 
Cec (37) 


这 样 , 下 列 定理 得 证 ; 

定理 3. 在 (1) 中 pe jab] X "o^ 变量 的 情形 下 HERAT OSH f= 
f(So(1 + p)), p € [a,b], AME 志和 下 价格 C. Q9 da X (34), (35) 和 (36), (37) 
hm. 


iE. 比较 定理 1, 2, 3 的 结果 指出 , 如 果 原 来 的 概率 测度 P 在 点 a,r 和 4 的 邻 城 
足够 “模糊”, AB ARS 多 (P) 也 与 类 9 —H ea, 并 且 在 不 等 式 去 三世 LpP) 
和 C*(P) < C* 中 , 车 号 成 立 . 
81d. 一 个 完全 市 场 的 例子 : CR 人 -模型 

1, 我 们 再 来 考察 (5, 5)- 市 场 的 “一步” 模型, > 

Bı = Boi + r), (1) 
S= Soll +), 

其 中 p 是 只 取 两 个 值 a 和 5 的 随机 变量 , 县 满足 
区 @) 


xau (B, s) boy — “CRANE, 因为 Cox, Rows Al Rubinstein 
在 [82] 中 首先 考察 它 - 





ung mpm HUE. 离散 时 间 











. A08 - Gis a 
gpeg, 随机 变量 o 原来 的 分 布 WE 
p = P{d} > 0, q= P{a} > 0. 
sare p SAREE THEIR at (HR) SERIES PES pa 
P*(b) =p" P'(a) - 4^. 
其 中 (参见 rc 中 的 (20) 
r-àü ao Ut 
f E 4 = hra (3) 
XH (参见 gre 中 的 (11) 和 (12)) 
C, (P) < Ep» as <C*(P). (4) 


实际 上 在 所 考察 的 情形 下 , 对 于 任何 偿付 索 求 1 = J(So(1 + 0), 价格 C.(P) à 
C*(P) 重合 , 因而 其 公共 值 C(P) 由 下 列 公 式 来 确定 : 


Jo 5 Sa 
Tv. i 





就 其 实质 而 言 , 为 证 明 等 式 C.(P) = C*(P) 所 必须 的 内 容 都 已 经 包含 在 Sc 中 
的 上 述 讨论 中 
事实 上 , 我 们 考察 上 面 引 人 的 策略 r* = (8", yy*), 其 中 的 参数 
p = E 
l+r 
这 里 的 wv Al pe FE S1c 的 (17) 中 定义 . 
由 于 无 论 是 对 于 p = a 还 是 对 于 p — b, 都 有 


y =p, 


BA +r) +Y Sl + p) = f(So(1 + p)), 
我 们 看 到 ， 这 里 的 偿付 索 求 是 可 达 的 ， 而 这 就 是 说 , x* c H* 


(Bm) ER. (P) 


(P) H,(P). 因此 ， 


(B+750) > B™ + ^ Sp 


2 inf : 
(elim * 1S5) = C" (P). 


与 不 等 式 (4) 一 起 , 这 就 证 : | 
它们 的 公共 值 CIP) 的 公式 t T BRA C.(P) 和 C*(P) 的 重合 以 及 对 
2. 我 们 再 次 注意 到 , 在 这 节 和 上 池 


来 的 是 在 更 一 般 的 情形 下 ， 当 联系 给 定 申 所 叙述 的 材料 , 体现 了 下 列 要 点 : pizi 


的 偿付 索 求 的 金融 定价 中 运用 黄 方 法 时 | 





一 一 一 


一 2 RENE 
~ 





ç AUN es ee 
(1) Ho RRR AR a ae 
FP} 
那么 有 (P) # Ø, @ 
C.(P) < C'(P) 
(由 $1c 中 的 (12)): 
(II) 3e X X 
H*(P)n H.(P) 7 Ø, (n 


即 , dtk RT, 那么 
C. (P) > CAP): 
(IIT) 在 (6) 和 (7) 同时 满足 的 情形 下 下 价格 C.(P) 和 上 价格 CUP) ES 
在 下 节 中 将 指出 , PRESE 2P) 非 空 性 以 最 直接 的 方式 与 无 套利 机 会 相 联系 
类 n'(P) n H.(P) (对 于 任何 偿付 索 求 /) 的 非 空 性 , 则 联系 着 部 测度 的 唯一 此 
问题 , 即 什么 时 候 与 测度 P 等 价 的 OB) 测度 集合 Gp) 只 由 一 个 测度 PIP ~ p) 所 
构成 的 问题 . 


2. 无 套利 机 会 市 场 


§ 2a. CE I » 和 “无 套利 ” 的 概念 

i. 从 直观 的 视角 来 看 , 市 场 + “无 套利 * 意味 着 , 它 是 在 下 列 含义 下“ 正当 的 ” 
和 “合理 构建 的 ": 其 中 没有 获取 无 “风险 " BAS. (与 第 一 章 52a 中 的 “有效 
市 场 " 的 概念 相 比 较 , 其 中 也 出 现 与 其 “合理 构建 ” 的 关联 性 ， 并 和 且 在 有 效 市 场 中 , 本 
质 上 就 干脆 假定 在 这 样 的 市 场 上 具有 闭 性 .) ^ 

为 了 给 出 正式 定义 , 正如 在 gta PHBE, 我 们 将 认为 给 定 渗透 概率 空间 

(f, F, (9, )52o. P), 
由 d 十 1 种 资产 所 组 成 的 [B.5)- 市 场 在 其 上 运行 ; 而 这 d+) 种 资产 包括 
银行 账户 B= (Bn jn>0， 
其 中 B, 为 S, aV RERMI, B, > 0, 以 及 
AREA S- (Sue) 


其 中 S= (Si nadi S, 为 Fa api, Sn 0. 
设 Xr = (Xo 为 资本 ， 


d 
Xn = By, Ba T nS (- B, Ba d Ensi) r 


é=1 
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— 
: 410 - 


— 


它 是 由 带 可 料 的 有 = | 
所 生成 的 . 
如 果 7 是 自 融资 策略 (re SP 


xs = XI YA Be + Se), 


k=l 


— 





By Inzo 和 ym (0^. T 7) (7 on (41, )nz0) 的 策 咯 T (8,4) 


) 那么 (参见 8a 中 的 (12)) 


n l, (1) 


= xe 
并 且 其 规范 化 资本  = (#) 满足 关系 式 


它 对 于 整个 后 面 的 分 析 起 着 关键 作用 . 

2. Biz N > 1, 并 且 我 们 将 对 某 个 策略 re SF 在 这 个 “和 终 瓜 ”时刻 的 次 
AA X 感 兴趣 . 

定义 i 我 们 说 自 融 次 策略 r (在 时 刻 N) 实现 了 套利 机 会 , 是 指 在 资本 的 堆 
初 值 的 情况 下 : 


i (3) 
它 在 时 刻 N 的 资本 
XN 20 (P-a.s.), (4) 
以 及 XX > 0 有 正 P- 概 率 , 即 
P(X& > 0) > 0, (5) 
或 者 等 价 地 ， 
EX}, » 0. (6) 


我 们 以 SF 表示 安利 自 融资 策略 类 . 于 是 , 如 果 resp, 和 xp = 0, WA 


P(XN 20)—1 = P(XN » 0) » 0. 


定义 2. 我 们 说 , 在 (B 5)- 市 场 上 无 大 
Xa i 1 机 会 或 "en "E 
换 名 话说 , 如 果 对 于 某 个 策略 r, 初始 资本 va 本 Xr 二 0 TESA, ARE on 


"WR 20 -1-— POCO = 9) =1. 
所 给 出 的 定 》 
Si. has e EN v 的 由 X -o 到 X ORE 
; s N Z V) ^ DA ay ” 53b / 
PEO e ole ege ton", Mn 


图 53 X TXAMBe dz 


这 样 一 来 ,在 无 套利 市 场 十 , 如 果 xe = ay, 4 So = 0, 那么 转换 示意 图 
必定 有 图 54 上 所 画 出 的 样式 , 它 意味 着 ， 如果 PIXE = 0) < 1, MARTE "B 
Fl" P(X& > 0) > 0 以 外 , 必定 也 有 不 可 忽 路 的 “亏损 " P(X, < 0) > 0. 这 点 可 
以 形象 地 换个 说 法 : 在 无 套利 市 场 上 , 每 个 非 平 凡 策略 r ( 即 如 果 Xz = 0 那么 
P(XN 关 0) > 0) 必定 是 有 风险 的 , 即 PLXX > 0) > 0) 和 P(X% <0 >0) 同时 成 立 





PX E<00 


图 54 无 安利 市 场 中 的 典型 转换 图 最 


除了 金融 文献 中 的 这 一 无 套利 性 的 条 件 以 外 金融 工程 师 们 还 提出 男 一 些 定义 
(参见 例如 , [251]). 下 列 定义 就 是 一 些 例子 (在 [251] 和 后 面 的 $2e "Ps FH). 

定义 3，a) (B, S)- Tli So EOS ELT CEPI Mit TA AR XL 0 和 
X7 > 0 (P-a.s.) (n < N) 的 自 柄 资 策略 n, f XX =0 (P-a.s.). ARRAY 

b) (B, 5)- 市 场 称 为 强 意义 下 无 套利 ， 是 指 对 于 每 个 满足 XZ = 0 A X, 20 
(P-a.s.) 的 自 融 资 策略 有 XZ = 0 (P-a.s.), n < N. DB 3 A 

it. ER, 上 面 给 出 的 定义 依赖 于 形 为 {XX > 0}, ish > 0} zi a 5 ee 
件 它们 显然 相应 地 重合 于 {和 >}, (XR > 0) BL LAR =O}, JEP AK = Bee ™ 
要 总 有 By > 0. 

这 一 状况 说 明 , 为 什么 在 研究 ( s 
立即 转向 对 (B, Shi Bois f. 其 中 B, =1 UR 
B, > 0, 那么 不 妨碍 一 般 性 , 可 令 Ba = 


B,S) 市 场 上 的 s 有 套利 ”和 “无 套利 " 问题 可 
3, = za, 换 句 话说 , 如 果 假 定 








型 中 的 套利 理论 - Lob 
—— 
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§2b. 无 套利 机 会 的 鞭 判 别 准则 - I. po" 
-我 们 所 考察 的 离散 时 间 m SE LI 的 情形 下 ， 注目 的 定理 上 
T point’ 称 为 "资产 定价 第 一 基本 定理 (The first Fundament 
disi mire ([214]. [215] 和 [92]). 
定理 A d ADEENUR ER (Q, F, (Fn). 
(B, S)- 4 b 


(Ba), B, > 0 和 有 限 4 种 资产 5 = (S '5") (5* = (S) 所 


P) 上 的 


由 银行 账户 B= 
& x. 
假定 .市场 在 时 划 于 = 0.1 六 运行 GF = (9, 0) 以 及 Fn =F. 
(B, SER GA ALAA TRAE Bt FE P 的 (至少 有 一 个 , Ot 
为 “ 鞭 " 塌 “风险 中 性 ") 测度 ,使 得 d- 维 规范 化 序列 


-全 


XP XP 5, = (8 ,Sa); FPsET BER Il, dfn, NA 


mit 








Es B. < o6, (1) 
以 及 对 于 nn 二 1,.…,N， 
si nri 
zo] Nt m ol 2 
zi B. Faa) "E (Fas) (2) 





这 一 定理 的 证 明 将 分 几 个 步 双 来 进行 : 充分 性 在 82c 中 证 明 , 而 必要 性 在 $2 
PIEH. 在 82e 中 将 对 这 条 定理 的 某 种 程度 上 更 广 的 版 本 引信 另 一 个 证 明 . 现在 先 
对 所 陈述 的 判别 准则 的 内 容 作出 某 些 注 记 

而 我 们 已 经 注意 到 ， 无 套利 假定 有 完全 明确 的 经 济 意义 以 及 可 看 作对 “A 
5. HAC AS 运行 的 市 场所 期 待 的 性 质 所 陈述 的 定理 (Harrison and Kreps 
(214J, Harrison and Pliska [215] 对 于 有 限 9 情形 提出 , Dalang, Morton and Willing 
发 现 了 在 这 样 的 “无 套利 " 市 场 上 , MHP 


格 的 定价 (88 1b, c) 已 经 显示 了 这 一 点 期 权 
mp - 远 期 和 期 货 的 价格 考察 (第 六 章 Ge) 

这 条 定理 也 有 观念 上 的 价 信 ， 它 使得 
AR 922) AER BEN HS RAM 
是 严格 的 , 后 者 说 明 AA i 
BMT d$ HBL Ze. 


相当 模糊 的 有 效 、 合 理 构建 的 市 场 概念 n 
作为 目标 , Ste depte Ah nE PEE 
理解 为 对 于 投资 者 来 说 , 在 市 场 上 没有 获 下 


| - 
D «S4 (w) = 0" 旦 译 者 根据 上 下 文 加 上 的 ， 





2. 在 对 向 序列 x — (t) ifr | — 
|a ! "T 运作 时 重 Un Ha ua CERPEN 
指出 o- 代 数 流 (F), 使 得 它们 满足 全 的 是 不 仅 要 指出 测度 p, 并 上 且 还 要 
Xn FAM, 
ELX.| < oo, 


E(Xn+1 (Fan) = X, (P-a.s.). 
为 了 强调 关于 在 考察 凌 时 的 这 些 状况 我 们 

B X = (Xn, Fn, P). 
现在 我 们 注意 到 , 如 果 x 是 (P, (2 ))-Bt, 那么 它 将 也 对 每 个 满足 v, C ox, By 


将 说 P-R (P, (F,,)) A, 并 运用 记 


E(Xn41 | Fa) = E(E(X ni | Fn) | Gn) = E(X,, 144.) =X, (P-as.). 


显然 , 如 果 X 是 (P, (Fn), 那么 使 得 X TREAD rc (5) i 
本 身 所 生成 的 “自然 " M, 即 4, = o(Xo, Xu, Xan). 

与 光 相 联系 的 是 现在 回忆 起 下 列 这 点 很 有 价值 :“ 弱 有 效 "市场 定 义 为 (8908 
一 章 中 的 52a) “信息 流 (Fn) 是 由 所 有 在 市 场 上 “运作 " 的 资产 的 过 去 价格 信 所 生 
成 的 , 换 句 话说 , 在 这 一 情形 下 , 流 (Fn) 是 "最 小 流 ”. 

3. 自然 会 提出 这 样 的 问题 , 当 d = oo BE N = oc 时 , 定理 是 否 仍然 保持 成 立 ? 

下 列 W. Schachermayer |424] 中 的 反例 表明 , FE d = oc (AN = 1) 的 情形 下 ， 
< 无 套利 " 可 能 在 不 存在 “ 蒜 " 测度 的 情况 下 成 立 , BU, 当 d = oo 时 , 所 陈述 的 定理 中 
的 “必要 性 ”一般 来 说 可 能 不 成 立 . 

861.5 0-(,2.-) Fo -(2,0),9 =A AL 的 有 限于 集 生成 , 而 测度 
P= Y o-ks, Bh P(k) = 27^. 

我 们 用 下 列 方式 对 于 i-1,2,^: Mn=0,1 定义 价格 序列 S = (Si: She) = 


0,9 
]l w=t, 


ASi(u)-4-l w-itl 
0, 其 余 情 形 下 . 
Fi By = By = 1 和 这 样 的 价格 序列 的 (B, 5): 市 场 是 无 套利 的 . 事实 上 , 每 个 次 
本 Xr(w) 可 表示 为 下 列 形式 : 


" e gi - X" 4 9 GAS, 
Xj = c+ am Xo 2; NS 
LII 


c M— e a 


第 五 章 wn eR AD REUS 离散 时 间 


-414 E, eaae 
—— 


> c (假定 3 Jal < 00). fH 如 果 Xg = 0, HI cat 25 ci [= 0, Bay 
itip XF = co + 6 ( » 
条 件 XT 20, 我 们 求 得 | 
> LES "(EK = Ch Chm) Z r4 
XT(1) 2a 20 XT(2) € as 0, XE (K) 


0. 而 这 gd XT = 0 (P-a.8.). 然而 , 观测 庶 不 可 能 存在 


由 此 我 们 断定 , PE A g p 使 得 S ATER. TEITE i= 1,2,.., 


事实 上 , 假设 存在 测度 P ~ 


D s A 
必定 满足 等 E;AS! =0 


BU Pi) = Plat 1) PALA 1,27 成 立 , 但 这 样 的 测度 P. 显然 不 存在 . 


“充分 性 ”成 立 的 可 能 性 .也 就 是 说 

列 反例 有 关 定理 在 N = co 的 情形 下 的 “ 充 9 可 能 | 
own JL WENUORIEIRIE AEH HUME T DA RAT A OL TR AERIS. R 
们 要 注意 在 所 引 人 的 反例 中 , 价格 S 不仅 仅 取 正 值 , 在 这 一 意义 下 , 它 可 能 显得 有 


点 不 真实 ,) 
i) 2. 设 在 (N, FP) 上 定义 独立 同 分 布 随机 变量 序列 E = (En) nao, 其 中 P(E = 


1) = P(&n = -1) = | 
假定 Sy =0, Sn = & 6, Bn 三 1, 并 设 资本 


Xn = a WAS. | = T: Vek | ， 
I&k&n lgken 
ep = +s Ekm =-l, 


gue 
rer h 其 他 情形 下 . 


如 所 周知 , X 可 看 作 在 有 “对称 " 对 手 的 赌博 的 某 个 赌 徒 的 资本 , 其 中 决定 和 


车 的 是 随机 变量 & 的 值 (& = 1 时 赢 , 而 6, = —1 时 为 输 ), 并 且 在 输 时 采取 如 从 
T, 


显然, 如 果 & += 6 — —1 WM ETE SE Je RE EM Ba 4), 那么 其 资本 


k 
Xt = v et en (ak = 1), 


其 中 


i=] 
ALITI 
然而 , 如 果 在 下 一 : 
时 刻 等 于 MH Ee, VANE. 即 enya = 1, 那么 其 总 次 本 将 在 这 


Mes = XR +28 = (91) 4 oia 


a ERINN 


— 
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因此 , A1 i MI Gy “iny 概 今 > 
| P (BEF PEFR Ze LAR) vede (am v 
pen ot t s, ZA UE au « 以 外 ) 还 包含 (随机 的 ) t 
T= nf[k: Xy = 1]. 
因为 Pr = k) = (3). BELL P(r < o) 
1, 尽管 初始 资本 X7 = 0. 
AX Ke, 在 所 考察 的 有 B, = 1 的 (也 ,3Sj- 市 场 上 有 套利 
ix (S)- AMR, 使 得 存在 组 合 
外 Xo = 0, 而 对 于 基 个 r, PEIUS EX" =], P 
RACINE, TS RIE ie FREI IE Pdl F cO T E PEE OH E 
无 限 富有 , NEAS IP eS RS A OA FT IP 无 论 是 哪 一 种 
WE, 这 当然 不 太 现 实 ! 
也 下 是 由 于 有 这 样 的 状况 , 在 考察 “套利 理论 " 的 问题 上 要 对 容许 策略 类 强加 
一 定 的 “经 济 上 合理 的 ”自然 限制 . (关于 这 方面 参见 后 而 的 第 七 章 的 fla ) 


$2c. AEA MARAT AM. TI. 充分 性 证 明 
我 们 必须 证 明 , 等 价 于 测度 P i pn A. P 的 存在 , 即 关 于 这 一 测度 , 序列 


ME 
B Ba J oes N 


是 (P (Fn), 在 (B,5)- 市 场 上 确保 无 套利 机 会 
正如 上 而 已 经 注意 到 (参见 82a 的 最 后 ), 假定 成 立 的 条 件 Bu > 0, n> 0, 允许 
认为 品 三 1 
运用 82a 中 的 公式 (2), 我 们 有 


A, 而 这 意味 着 EXT = 1, 因为 P(X? =1) = 


Ga = Y WAS, (1) 


k=l 


X? = Xj +G,, 


其 中 S= (Sn) JE P-R. ; : 
为 证 明 所 要 求 的 断言 , 需要 指出 ， 如 果 策 略 ne SF, 满足 Xg = 0 M P(X 2 


0) = 1, BD 


N 
Gy =>, WAS: 20 (2) 
k=l 
(P-a.s., 或 者 等 价 地 ，P-(a.s 小 ， 那么 Gy = 0 (P-as., 或 者 等 价 地 , P-(as.)). 
Rz scs | 
x NE P, 序列 (Cnjasnsx gets, 而 这 意味 着 ， 它 也 是 局 部 烽 . 由 于 GN > 


P = = Gh = U. a» d. zz 
0, 故 根据 上 述 引 理 , (Gn)osns* 实际 上 是 PBR, Att EC Gr = 0. 因此 , XN 


Gy =0 (P-as, 以 及 P-a.s.). 


————=<—————— 


wae BY bial 离 做 时 间 


! 证 明 
§2d ceHNSH RAEN. rr. 必要 性 证 
条 件 了 sscher 变换 ) 
passant 无 套利 机 会 导致 在 (F) 上 存在 概率 测度 Pp. ayy 
1. 5, 
序列 5 = (Sojocns I i e E FAIT tau (参见 例如 的 
WAHL ERE, “所 有 这 些 证 明 , 都 要 用 这 样 屠 样 的 泛 本 分 析 


Mono. 有 限 维 欧 几 里 得 空间 上 的 癌 RIRE, Hilbert 2s 


MAN na ANNEN THEN? 特征 , 对 它们 的 构造 是 不 明确 


UT S p Augg P 也 没有 明确 的 描述 . 
jp cres 的 是 给 出 还 能 有 明确 构造 的 定理 条 件 的 必要 作证 B 
AF Rx] BUR EE, 至 少 也 要 对 它 的 某 个 子 类 给 出 ; 其 实质 在 于 ， 如 果 例 如 说 到 求 
上 测度 和 下 测度 , 就 要 求 考察 所 有 等 价 于 原来 的 测度 P 的 所 有 测度 P 的 类 的 sup A) 
inf (参见 fic). 

正 是 在 这 一 明确 构造 鞭 测 度 的 途径 上 ， 随 后 建立 了 证 明 ; 这 是 著作 L. C. G 
Rogers [407] 中 的 思路 , 其 等 价 测度 的 构造 方法 基于 "条件 Esscher 变换 ”， 


2. 为 了 证 清 构造 的 思路 , 我 们 先 观察 一 步 模型 (N = 1), 并 为 了 简单 起 见 , 认为 
d =1, Bo = By = 1, Fy = (2,0). 我 们 也 将 认为 , P(S; 4 So) > 0. 在 相反 情形 下， 
我 们 将 有 一 个 毫 无 意义 的 平 几 市场, 并且 可 取 原 来 的 测度 P 作为 所 要 求 的 鞭 测 度 

在 所 考察 的 情形 下 , 每 个 组 合 r 就 是 数 对 (8,>)， 如 果 XZ = 0, 那么 这 意味 着 
数 对 (8,9) 以 8 - 4S9 — 0 可 达 . 

无 套利 假定 意味 着 , 在 这 样 的 ( 非 平凡 的 ) 市 场 上 , 一 定 满足 下 列 两 个 条 件 : 
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P(AS; >0)>0 和 P(AS, <0)>0. (1) 
这 样 , 82a 中 的 图 54 在 这 里 “转化 为 图 55, 





图 55 典型 的 无 套利 局 面 . 情形 N = 1 


由 条 件 (1) 我 们 需要 导出 ， FEW IE P ~ 


P, 
1) E&IAS;| « oo, 使 得 
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把 相应 的 结果 无 条 : 3 f H "n ti A 
HERE” Bra. 个 地 陈述 为 所 需要 的 “套利 第 来 是 合适 的 , 其 形式 为 下 列 


引 理 1. 设 X > (R,(R)) 上 有 概率 分 布 P 的 实 值 随机 变量 满足 


PO >0) >0 和 P(X <0)>0. 


那么 存在 测度 P ~ P, 使 得 对 于 任何 ae 恨 有 


e E (3) 
特别 是 ， 
Es X | < oo, (4) 
并 且 下 列 性 质 成 立 : 
iila (5) 


证 朋 . 对 于 测度 P, 我 们 首先 构造 慨 率 测 度 Q, 


Q(dz)- ce" P(dz),  z€R, 


其 中 c 是 规范 常数 : | 
c= Epe ^ . 
RF ac R, iz 
pla) = Ege", (6) 
以 及 " 
Za(x) = (7) 





r pla) 
很 明显 , Q ~ P, 并 且 由 测度 Q 的 构造 可 得 , pla) < oo 对 于 每 个 € R, 也 显然 有 
pla) > 0. 

同样 明显 的 是 , Eq Za (X) 
度 PB,: 


= 1, 2,(z) > 0. 因此 对 于 每 个 a c R, 可 定义 概率 测 


P, (dx) = Za(z)Q(dz), (8) 


它 具 有 这 样 的 性 质 : Pa~ Q~ P. 
现在 我 们 察觉 ， 对 于 每 个 a E R 

t" (a) > 0. 
4 


有 定义 的 函数 y = pla) BFR LH, AW 


p. = inf{y(a): a € R}. 


理论 . MUERTA 
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我 们 看 到 ， 可 能 有 两 种 情形 : 
1) 存在 a.， 满足 pla.) Y 
或 者 nm 
2) 这 样 的 a. 个 
在 第 一 种 情形 下 ， 显然 ， v'(a.) 到 小 并 且 
Xe? r y' (ae) A 


Es X = Ea" a.) ~ pla.) 


i P, 可 取 测度 Pa.. 


. esp ETT, 作为 所 求 的 测 
因此 , 在 这 一 情形 (2) 3. 


我 们 现在 指出 , 第 二 种 可 能 性 2) 与 假定 
事实 上 , {an} 是 满足 下 式 的 序列 : 


Pa € Plan) 1». (9) 
这 个 序列 的 极限 等 于 +00 或 -oo, 因为 , 如 果 不 是 这 样 ， 那么 可 选取 收敛 子 列 , 使 得 


最 小 值 将 在 有 照 点 上 达到 , 与 假定 2) FA. 
Y u, = C UR u= limu (= +1). 





Q(uX » 0) » 0. 
由 此 导出 , 可 求 得 这 样 的 5 > 0, 使 得 


Q(uX >6)=e>0, (10) 
并 且 可 选取 Q 的 分 布 的 连续 点 作为 5, 即 
Q(uX = à) = Í). 


因此 ， 
Qlan X »2]a4]) = Qun X » 8) oe noo, 
而 这 就 是 说 , 对 于 充分 大 的 n, 


M ay, X a, 
plan) = Ege 2 Eq le X Tay, X ^ 8la, |] 之 7 :exp(6lan|) 一 oe; 


ES (9) 矛盾 , 其 中 o. < 1. 
引 理 得 证 . 


fo ORME RERE 的 方法 ,基于 由 公式 (7) 来 定义 的 “Bescher Ë 
plaj 变换 自从 1932 4E F, Eescher 的 论文 [144] 出 现 以 来 , 在 精算 办 


广为人知 .关于 这 个 变换 在 金融 
算数 学 中 的 应 用 参见 专著 [52]. 数学 中 的 应 用 参见 例如 [177] 和 [178], 而 关于 在 精 


一 
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| TARE 难 发 现 ， 怎样 把 它 推广 到 向 量 情 形 
X 的 将 是 dé 由 在 渗透 概率 空间 O, F (X oc eu P) LAGAN E 
所 组 成 的 有 序 序列 (Xa, X... Xn), 其 中 带 限制 条 件 多 ate Qj 和光 F 
P = * FN = r 
引 理 2. 对 每 个 1<ng< n iR 





3 由 所 引入 的 引 理 的 证 明 不 


P(Xn »0|.2, >0 和 PX, «013, 1)» 0. (11) 


那么 在 空间 (O9) 上 存在 等 价 于 p 的 概率 测度 P 
RASPES Nus 
Xy) % (P,C2,))-M FA, Wis di 
WRA. 如 果 有 必要 , 那么 由 测度 p 立即 可 变换 为 新 的 概率 测度 Q, 使 得 


M 
Q(dw) -cep - 3t] P(du:), (12) 
i=0 
以 及 对 于 它 , 生成 函数 Eo exp | > sx, 取 有 限 值 
E nth i=0 
所 求 测度 P = P(dw) 用 下 列 方式 来 构成 (比较 (8)). 
我 们 定义 函数 
Gn (ow) = E(e**" | E, 1)(u). (13) 
对 于 每 个 固定 的 w, 这 些 函 数 (由 于 (11)) 都 对 a 严格 下 凸 . 仍然 如 同 引 理 1 那样 
可 指出 , 存在 唯一 的 (有限 ) 值 as = on(w), 其 上 达到 inf pn (a; 0). 
由 于 inf 重合 于 ink. 其 中 Q 是 有 理 数 集 ， ax Pal) - inf e, (a, t) 是 F -1- 可 
测 函 数 ; 它 可 用 来 断定 o, (ur) 也 是 21- 可 测 函 数 
事实 上 , 如 果 [A, B] 是 闭 区 间 , 那么 


{w: an(w) € [A, B]] = f U le €ala,«) < Pnl) + 3 E n-i 


m ac€Qo[A. B] 
它 也 证 明了 量 as (o) 的 Fn- PWE. | 
现在 我 们 以 递 推 的 方式 来 定义 序列 Zo, Zilwh Zw (a), & Zo = 1, 以 及 对 于 
n21 | 
ju: exp {an (u)Xn(w)} ^ 
Zn(w) = Zail) p explana Xa) | Fi No) ( ) 
显然 , 量 Z,(w) 为 Fa TIN, BIRR: 


Eo(Zn|-Fn-1) = Zu-1. (Pas 小 


所 要 求 的 测度 Punt FIARE: 
P(dw) = Zy(w)P(dw). 


(15) 
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再 次 如 同 引 理 1 中 那样 ， 由 这 一 定义 容易 导出 EslXn| <% 0 € n € N, 以 及 


Es (Xn | Fn—1) = 0, 
因此 , 关于 测度 P. 序列 (Xo, X XN) Jd Bh 2 | 从 而 证 明 


LendN. (16) 


根据 引 理 1, EgXo = 0. 
了 引 理 的 断言 . 
4. 在 4 二 1 的 情形 下 , BWE P ~ P 
2 的 断言 导出 . 
gg 4 Xo = So, X1 = AS;,° ae AN = ASN. 不 妨碍 一 般 性 ， 无 套利 确保 可 认 
为 对 于 所 有 n= 1…… N, 
> 0; Fn-i) > 9 和 P(AS, «0]|.9,-1) > 0. (17 


[在 市 场 无 套利 的 条 件 下 ) 存在 的 必要 性 证 


P(ASn 
事实 上 如 果 对 于 某 个 mw P(ASn = 0) = 1 那么 这 一 时 刻 n. 可 在 考察 中 排除 
因为 对 于 任何 自 融资 组 合 m, 在 这 个 时 刻 为 X 所 带 来 的 页 献 尘 村 零 
如 果 对 某 个 n, 
P(AS, 20) =1 
3i PIAS, <0) = 1, 那么 根据 无 套利 条件 , 必定 有 P(AS, = 0) = 1. (如 果 不 是 这 样 
那么 容易 构造 策略 n, 使 得 以 正 概率 有 XX > 0.) 于 是 为 XS 带 来 的 贡献 仍然 为 零 
因此 , 可 以 认为 , (17) 对 于 所 有 n < N 满足 , 以 及 所 要 求 的 必要 性 的 证 明 由 引 理 
1 和 2 应 用 于 Xo = So, Xn = AS, (1 <n < N) 而 导出 . 
5. 现在 我 们 转向 do 1 的 一 般 情形 . 与 4 = 1 的 情形 中 的 思路 一 样 , 证 明 也 可 
通过 下 列 引 理 2 在 向 量 情 形 的 推广 来 进行 . 
引 理 3. iX (Xo,X1,… ,XN) 是 给 定 在 渗透 概率 空间 (9, ¥,(Fn)o<nens?) 
(Fo = (2,0), Zw = F) 上 的 d F,-TMAX 
Xi 
Xn = ; ; 0 sng N. 
X2 
设 Xn, OS ns 和 NN, 满足 下 列 条 件 : 只 要 对 于 其 中 有 有 界 分 量 (iQ) «c9» 
w €N) 的 非 零 多 -1- 可 测 向 量 (F = Fo) 


P(n: Xn) > 0| Fn-1)>0 (P-a.s.), 
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P (Yn; Xa) < 0 | Fe i) < 0 (P-a.s.) 


其 中 (^n. Xn) 是 纯 量 积 . 
那么 在 (0,2) 上 存在 等 价 于 测度 POMPE 使 得 关于 它 


序列 | 
… Xn) Æ HERE AI: EXn| < 00, EgXo = 0A EgQC. | F deus 


1) 20,1 €n« N. 
证 明 . 如 果 正 则 条 件 概率 P(X, € .| .Z,，_1)(w) 的 拓扑 支 集 (B0. 305 

k i nm— 1 : LÀ 4 
最 小 团 集 ) 不 包含 在 空间 R7 的 真子 空间 中 , 那么 正如 在 4=1 pnd 


Pn(aiw) = E(e | 2, 1)(0), aer 


是 严格 凸 的, inf y,,(a;w) 在 唯一 的 点 an = oan(w) c R^ 上 达到 并 日 On(w) H 5, 
可 测 . 

有 点 微妙 的 局 面 是 正则 条 件 分 布 P(X, € - 155, (0) 的 支 集 包含 在 室 间 & 的 
真子 空间 中 的 情形 . 在 著作 [407] 中 指出 , 在 这 种 情形 下 也 可 选 出 唯一 的 3, oT 
值 an = @n{w), 使 得 其 上 达到 inf pn(a;w). 

所 要 求 的 测度 PB 同 (15) 和 (14) 中 一 样 , 只 是 要 把 (公式 (14) PH) as (2)X,u) 
理解 为 向 量 an(w) 和 X«(o) 的 纯 量 积 ， 


6. 上 面 给 出 的 基于 “条 件 Esscher ZH" 的 著 测 度 的 构造 只 给 出 了 一 个 具体 的 
测度 ， 尽管 所 有 这 样 的 等 价 于 原来 测度 的 测度 类 中 除了 这 个 所 求 得 的 测度 以 外 ， 还 
有 别 的 测度 . 下 一 节 将 叙述 某 些 基于 Girsanov 变换 思想 的 鞭 测 度 P 的 族 的 构造 方法 ， 
其 中 等 价 于 原来 的 测度 P, 或 者 说 关于 它 绝对 连续 ， 并 且 关 于 它 价格 的 规范 化 序 
» Fe Bh 

Esscher 变换 在 保险 数学 的 精算 中 已 经 运用 很 久 (参见 例如 [52)). 这 样 的 变换 
作为 “Esscher 变换 ”在 金融 数学 中 鲜 为 人 知 (尽管 如 此 ， 参见 已 经 提 到 的 著作 hri 
[178]); 而 在 金融 数学 中 对 有 关 测 度 变 换 的 一 系列 结果 起 重要 作用 的 经 常 是 所 请 "Gir- 
sanov $E ER”. 

其 实 , 在 这 些 变换 之 间 有 许多 共同 点 ,对 此 , 我 们 将 在 本 章 的 第 3 节 中 更 为 详 
尽 地 考察 " 这 里 ， 我 们 仅仅 注意 到 , 与 引 理 1 相 联系 , 如 果 X IES MELE 
X ~ N (0,1), 那么 pla) = Epe?* = ei^, 并且 (参见 (7)) 

e 


Zaz) = la) 一 


az= ġa’. 


的 指数 
WU Girsanov 定理 的 读者 很 快 就 会 察 党 , 出 现在 这 一 定理 中 人 “Girsanov 
coz-4o? (参见 后 面 的 §3a) 无 非 就 是 公式 (7) 所 定义 的 Bescher 
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82e、 第 一 基本 定理 的 推广 版 本 
1. 我 们 以 (P) 和 AU) 表示 关于 它 折 现价 格 


a= (B) 
B By 0<n<Nn 


^ Sem RAT A ARE P ~ P 的 集合 . 
我 们 以 PP) 表示 PP) 中 的 其 Radon-Nikodym 导数 上 有 界 的 测度 P 集合 


Po) < C(B) (Pens) 对 于 某 个 常数 OÊ) 成 立 


定理 A (第 一 基本 定理 ; $20) 可 如 下 列 形式 给 出 : de 
(i) (B,S)- 市 场 无 套利 

和 
(i) RARES 多 (P) 非 空 (PP) z e) 

Fi. 


下 面 导出 的 定理 A* 是 第 一 基本 定理 陈述 的 自然 推广 TT 
T 3 定 MED, 它 给 出 无 套利 性 的 不 同 的 
等 价 刻画 , JF LBS T ROM RE RA AZ. (X — RAN 
sib i a (这 一 定理 的 陈述 和 证 明 根据 著作 [251]. 
& Q= Q(dz) 是 (R", 多 (Ra)) 上 的 概率 测度 HH 


K(Q) 是 Q 的 拓扑 支 集 ( 即 , 测度 Q 所 ; 
L(Q) 是 集合 K(Q) HRY a: TORIOR/NTIAR, (335; 第 5 #8); 
H(Q) 是 包含 K(Q) 的 最 小 仿 射 闭 超 平面 

2 (显然 ， 
1^0) 是 L(Q) (在 起 平面 1 (Q) 的 拓扑 下 ) t6 gue gua 


TE ‘i pei p E, 那么 H(Q) 重合 于 这 个 点 , 并 且 LQ) = 

= à T Q) 维 ow = 

那么 L(Q) RR, M LO gor, } 和 4 之 间 如果 HQ) 的 维 数 为 

| AS. nlw, n(W, - 不 正则 条 件 分 布 p AS 

P (a (a) e. Fy) (w) l&n«N. |Fn—1)(w) 和 
注意 , HFB >0,0cn<N I-A B 

o n (V & n S N, n 为 3S, 1- 可 测 故 集合 

L E = , a K 

EST A= Qa M Q =T, BHM. 因此 FIARE 并 类 了 Meee 

的 陈述 和 证 明 中 将 假定 B, = 1 n< N ' 并 为 了 简化 记号 , 在 


定理 A* 





(第 一 基 | ET 
CN 本 定理 的 推广 版 本 ; (251). 设 定理 A 的 条 件 满足 ， 下 列 断 言 


(BB,5)- 市 场 是 无 套利 的 . 
a’) (B,S)- Wy Æ 33 无 套利 的 ; 


| 2 无 套利 机 会 市 场 -ag 
OR lr 


a") (B, S) P RRA BAY of. 

b) 集合 AP) 7 o; 

c) 集合 2(P)z c, 

d) 集合 FA,.(P) 4 a; 

o) 对 于 所 有 ne (1,2,---,N} 和 P- 几 乎 所 有 wen, KOE L*(Q, (u, -)). 
我 们 先 对 所 陈述 的 断言 提出 一 系列 一 般 的 注 记 . 

关于 无 套利 、 莘 无 套利 和 强 无 套利 市 场 的 定义 参见 82a. 

由 第 二 章 $1c 的 引 再 得 到 , 其 实 PP) = Pal), 从 而 


c) <> d) 


X, 如果 人 性 质 a), a’), a”), c) 或 e) 对 于 某 个 等 价 于 测度 P 的 测度 所 满足 . SEA 
它们 也 关于 测度 P 满足 . 如 果 性 质 b) 关于 测度 ~ P 满足 (BO (P) 4 e), 并 且 导 
数 E 有 界 ,那么 性 质 b) 也 对 于 原来 的 测度 P 满足 

现在 我 们 察觉 , 总 可 找到 测度 P ~P, 使 得 关于 它 , 所 有 量 S, (n < N) 可 积 , A 
导数 T5 有 界 . 例如 , 为 了 做 到 这 点 , RERE 


d 


N 
dP = C exp (- > 3 si dP, 


i=} n=] 
其 中 C 是 规范 常数 . 
这 样 , 在 证 明定 理 时 , 立即 可 假定 , 原来 的 测度 P 满足 EIS. < o0, n <N. 
于 是 , MTAMA 
a") => a) => a’) 
和 
b) = c) 


显然 成 立 , 故 只 需要 证 明 


a’) 一 e) => b 


和 
c) => a’). 


2. RIA- RIMENE MEXR OTR, 并 陈述 两 个 辅助 断言 


( 引 理 1 和 2). a 
it Q = Q(dz) 为 (R4, (R^) 上 的 测度 , 它 满足 


zlQtdz) < oo. (1) 
Ri 
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E 00 P 
(DUREE AH Quo, dz) (n < N) 作为 Q, 并 且 对 于 它们 , h TR pls 


» (n € i 所 以 条 件 1) (P-a.s.) 满足 .) 
Wa oe ce v) € 2. Rd x (0,00) 以 及 Q' = Q'(dz) 为 空间 E 的 Borel o- 代 数 。 
上 的 基 个 测度 它 与 测度 Q = QU) 在 下 列 意义 下 相 联系 : Q 是 测度 Q 的 ag 
er Bl Q(dz) = Q'(dz, (0, 00)). "A 

我 们 将 以 Z(Q^) 表示 E 上 的 满足 下 列 条 件 的 正 Borel ŽI z = z(z,v) 的 族 : 





7 iz: (x, v)Q' (dz; du) < oo, (2) 
E 


" z(z, v)Q'(dz; dv) = 1, (3) 
E 


且 具 有 使 函数 vz(z, v) 有 界 的 性 质 . 
设 B(a,c) 是 中 心 在 点 a 处 、 半 径 为 e 的 R? 中 的 球 , 我 们 以 G 表示 所 有 族 


ge (k, (aj, Ei, 04, 0, )i—1.-- k) (4) 


的 集合 , HP ke {1,2,---}, a; € Ra, ci > 0, ai > 0, a1 > 0. 
我 们 对 ge G 联系 (E 上 的 ) 正 函数 


1 k 
zg(z,v) = max(v, 1) 2; [a Ip(a, e.) (2) tail Be(a;,e;)(2)] ' (5) 
其 中 Be = R*\ B. 


2 2 Eq’2y = 1, 那么 由 (1) 可 见 , zy € Z (Q^). 从 而 , 对 于 这 样 的 函数 zo, 定义 向 
(重心 ) 


ea) =f za WA (az, do). (6) 
z 
S) = (e(g): g € G, Ezy = 1}. (7) 
引 理 1. 下 列 关系 式 成 立 
L(Q) = 6(Q’), (8) 
1°(Q) c &(Q'), 0) 


如 果 OA LQ), MATH Ri 中 的 向 量 + 使 得 
Q(z: (7,z) > 0-1 M Q(x: (y, p 


证 明 . 我 们 先 确立 LQ) c TQ). 


z) > 0) > 0. 
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ity e K(Q). 我 们 指出 , 可 求 得 OQ) 中 的 点 列 y。 使 得 y, 
测度 Q 的 拓扑 支 集中 的 每 个 点 y 可 作为 某 个 序列 y, 
gn EG, n aba 


ik An = Bly, Vn) IPOE y E, EBH 1/n 的 球 . 令 


>y 换 句 话说 
= plgn) 的 极限 来 得 到 , 其 中 


an =Q"(An), — aj = Q"(AS) 


bn = Q" (dz 3 br. = 7 í 
/四 [aeo 
其 中 
Q"(A) = " Ia man" QOL. A € BR"). (11) 
我 们 选取 dn WE bnan +S = 1 
由 于 ye 天 (Q), Ha, > 0. 同样 明显 的 是 supas < oc. 由 此 可 见 , 至 少 对 于 大 


值 , 有 ôn > 0. 
因此 , 如 果 on = (1, (y. 1,04, 10), 那么 对 于 大 n, 有 


c 


Eq, = Snan +2 = 1. (12) 
4 yn = (On), 于 是 加 = Sn + =, SE sup is] < e 
由 于 4a, — 1 LAR bn — yan —+ 0, B yn > y 
RHE, KQ) 包含 在 集合 ec") 的 闭 包 O(Q’) P: 
| K(Q) € (Q’). (13) 
我 们 现在 察觉 , 集合 (Q^) 是 西 集 . 因此 , 由 (13) 得 到 ， 
(14) 


L(Q) € SQ). 


另 一 方面 , 每 个 点 y e D) 是 等 价 于 测度 (SR (6), (7) 
和 (11)), 而 这 就 是 说 , y 属于 集合 K(Q) HAIG L(Q). da 
”这样 一 来 ,得 (Q') c L(Q), Hifi F(Q’) c L(Q), E5 09) 一 起 确立 了 等 式 
TQ’). RIN 

现在 我 们 利用 每 个 凸 集 包含 其 闭 包 的 内 部 . Xt AO) (相对 于 H(Q) 
应 用 这 一 性 质 , 我 们 求 得 LQ) c VQ’): 

这 就 确立 了 性 质 (8) 和 (9). 

我 们 转向 引 理 的 下 一 断言 的 证 明 . 








型 中 的 套利 理论 . NECS IG] 
y mugpAToDEHES MENN 


设 点 0& L°(Q), FRA 
形 : 参见 例如 , (406). 

第 一 种 情形 : od HQ 
上 它 正 交 的 向 量 作为 7 TE 
A p(Q), (B 0 d LO). 于 是 显然 ,可 求 得 向 量 y e HO fg 
i2) > 0 对 于 所 有 s € LQ) BAL, 因而 , Ale: (7,2) > 0)=1. 

De ze oe HO) 但 0e L(Q)\ LQ). 于 是 在 HO LAME ro 
iQ) 各 在 某 个 维 数 为 9- 1 的 包含 0 的 超 平面 HT 的 一 边 ，( 如 虹 g = 1, 那么 
idolo 0). BREL HO 是 包含 K(Q) 的 最 小 超 平面 . 因此 , K(Q) a 
四 的 向 量 ， 在 这 种 情形 下 可 用 下 列 方式 来 构造 

我 们 在 HQ) PRES A 正 交 的 非 零 向 量 y, 且 满足 (Y,z) > 0 对 于 所 
z € L(Q) 成 立 ; 而 这 就 是 说 , Q(x: (7,2) 2 0) = 1. 

现在 我 们 察觉 , 可 求 得 点 ze K(Q) 使 得 纯 量 积 (7, z) > 0. 因此 , 考虑 到 KO 
是 测度 Q 的 拓扑 支 集 , 我 们 求 得 Qa: (7,z) > 0) > 0. 

引 理 1 ik. 

3. 下 列 我 们 所 需要 的 结果 有 关 “ 可 测 选 择 " 存在 的 论证 . 


引 理 2. iX (E, E, n) 是 某 个 概率 空间 , (G,4) 是 有 Borel o- 代 数 «4 的 波兰 空间 

RAXExG 中 的 8@- 可 测 子 集 . 

MEERA RH EMH CAL E/9-TH hs Y = Y(z), z € E, 使 得 (ziY 人 jj 
ATF ji- 几 乎 所 有 的 属于 已 射影 


EE 
助 凸 分 析 中 的 标准 “分 离 性 ”技巧 可 能 分 为 Fäi EN 


在 这 一 情形 下 ， 可 取 由 零 出 发 、 指 向 集合 H(Q) it 
(v2) > 0 对 于 ore HQ) MY, 它 自然 可 导出 性 


mA) = {z: 3y € G, 使 得 (x,y) € A) 
的 工 成 立 . 


iode: 在 这 一 陈述 中 , 波兰 空间 理解 为 可 分 完备 距离 空间 , 即 其 
ec eR 并 且 关 于 该 距离 是 完备 可 分 的 拓扑 空间 ， 
,可 以 在 关于 可 测 空间 G9) 的 
空间 (E, £) 和 (G, 
BEF, 找到 (参见 例如 , [11]) i mui 对 于 我 们 的 时 
helene. s 这 里 将 根据 例如 (102; 第 三 章 , 定理 go) 或 者 [11; 附录 了 en 
IAM (Qi Eget e | 


j^ 
空间 , (G,4) 是 波兰 空间 , 如 果 ACEON™ 


=Y(z),wep 4p (2, f A 
1 使 得 (z, f 对 于 所 有 了 ZE n(A) 
我 们 记得 ， 给 定 在 (E, €) 上 的 c. Sm) EA T 


P = Pi) oggi BAO 


2、 无 套利 机 会 市 场 
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sg 可 测 的 , 其 中 = 门 , 6s 是 0- 代 数 6, (关于 所 有 (5,6) 上 的 

sip qit 2m sti SHINE: UH CE.) 上 的 有 限 测度 u) 的 
i 这 样 一 来 , 由 所 陈述 的 命题 可 得 , 存在 8/4- 可 测 函 数 — 
于 所 有 z 6 n(A) 有 (x, Y (z)) € A. 

b 6-4. 故 对 于 每 个 有 限 测度 u, 函数 了 当然 为 &./9- 可 测 ， 利 用 
(6,4) 是 波兰 空间 , 以 及 6 是 E 关于 测度 上 完备 的 -代数 , 不 难 断定 (用 简章 了 
subi 9), 存在 £/4- "TRIER Y, 使 得 Y= (was). 

这 样 , 引 理 2 的 断言 由 上 述 命题 可 得 . 


4. à) => e) 的 证 明 . 设 市 场 无 套利 , 但 e) 不 成 立 . 那么 可 求 得 mc (1,2,-.-,N) 
H P(B) > 0 的 Zn-1- 可 测 集 B, 使 得 对 于 几乎 所 有 we B, 点 0 不 属于 L (Qal, )) 
根据 引 理 1 中 的 后 一 个 断言 , 集合 @ 


“Ais [o v) EN x R*: wEB, Qalw, (x: (5,2) 2 0)) — 1, 


————— 


Y(z), 2 € E, 使得 对 


Qu (ur, (2: (7,2) > 0}) > 0) (15) 
为 3,4 O B(R4)- A, 并 且 其 射影 r(4) 等 于 B. 
根据 关于 可 测 选 择 的 引 理 2, 可 求 得 多 -it- 可 测 问 量 g = o(w), 使 得 
Qn(w,{z: (g(w),z) 20)) 2 1, Qnlw,{r: (9g(w),7) > 0)) > 0 
对 于 P- 几 乎 所 有 w e B 成 立 . 
由 于 集合 BW F, TW, 故 函数 8(w) = g(w)Is(w) 将 为 FnM, 并 且 根 
据 (15), (5, A94.) > 0 (P-a.s.) 以 及 P((G, AS,) > 0) >0. 
$ 4 = Fhmn i = 1, ,入 ,并 根据 它们 定义 自 融资 策略 x = (3,7), 使 得 资本 
X" 满足 X; =0 和 AXT = (w, AS;:). ( FER 所 比如 在 B, = 1 的 情形 下 按照 如 下 
的 设想 来 定义 : 资本 X7 = (9,5) +A 必须 同时 等 于 E 45))-) 
j=l 
“很 明显 , 所 构造 的 策略 r 满足 Xg = 0, XP =0 MP ien Har XT = Xn 29 
对 于 所 有 i > n 成 立 ; 以 及 PX, > 0) > 0, CSR a’) TR 
x 5. e) — b) 的 证 明 。 我 们 将 按照 公式 dP = ZdP KERNE P E 2P), 
中 


(16) 


而 3, 为 某 个 多 ,可 测 函 数 
我 们 考察 正则 条 件 概率 


~n O aude) = P(ASn € de) Fuse) 
村 版 和 英文 版 在 这 里 都 站 漏 下 式 的 标号 (15). 
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y) 的 ) 转移 概率 .下面 将 根据 Q (w, dz) Dn 


»À j| (R4, (R^ 
它 也 称 为 (由 (Q, Fn-1) 到 ( E= Rd x (0, 00)) 的 ) 转移 概率 Qnr(w， dz, dy 


方式 来 构造 (由 (N, Fa-1) 8| (E, 4) ( 


srt RAS 2 点 中 的 讨论 , 在 这 里 取 测度 Qh(w dz, do) (n = 1, w en) 


作为 测度 Q'(dz, dy). 
记 (BR (5)-(7)) 


A = (ea € n X G: | z(z, v)Qy (w, dz, dv) e" L v(g) = o) ; 
E 


我 们 察觉 , 上 面 所 引 人 的 空间 由 在 (4) 中 定义 的 元 素 g 所 组 成 的 G 是 波兰 空间 
(对 直 积 拓扑 而 言 ). HS 是 它 的 Borel o- 代 数 . 

集合 4A 部 1G@9- 可 测 , BEEN 上 的 射影 r(A) (根据 假定 e)) SER T 0, 
Bl (A) =Q. 

于 是 ， 根据 引 理 2, 可 求 得 G- 值 F, _)- PJ A pr gn = gn(w), 使 得 (w, gn(w)) € A 
对 于 P- 几 乎 所 有 weEym 成 立 . 

FN Nx E LELAS 


Zn(w,z, v) = z5, (w) (T, v). (18) 


这 个 函数 为 Fn- @ 8- 可 测 , 且 满 足 (P-a.s.) 


] sts v)Q' (u, dz, dv) = 1 (19) 


exc T, v)Q'(u, dz, dv) 一 0. (20) 
由 (5), P-a.sg. 
SUP V2n(w, L,v) < oo. 


再 应 用 引 理 2, 我 们 求 得 , 存在 F,- M 得 对 于 所 
有 (z,v) 和 P- 几 乎 所 有 we Qd -可 测 正 函数 Vni = Vn- (w), 使 


VZn(u,z,v) € Vni (w). (21) 


现在 转向 测度 序列 Q =Q din 再 建立 
相应 的 函数 序列 2, (oz). nl dz, dv) 的 (向 后 归纳 ) 构造 , 并 对 于 它们 


为 了 这 目标 NENN Lor. s 
Ne | BUn — N, IES y, = ; dz, du) 
Qn = Qn(w, dz). 7 可 测 条 件 概率 . 显然 , 这 一 测度 的 “第 一 边缘 tf 


2. KEMMS iz, 
rr 
Jl zw (o), 7, v) EA Qn 对 应 上 述 构造 (18) 来 定义 的 , mi Vy (o) 是 用 zw. 2 
时 应 (21) 来 定义 的 . 于 是 我 们 把 Qw ;定义 为 向 量 (AS ivy 1) 的 正则 p, 
可 测 条 件 分 布 ， 并 且 ， 一 般 来 说 ， 如果 Q 已 确定 ， 那么 我 们 就 根据 (18) sone 
zu (Ws T, Y), 而 Va i(u) 与 不 等 式 (21) 相对 应 . 
这 以 后 , 我 们 定义 Qua, 为 同 量 (A535, Vs) 的 多 -条 件 分 布 , 如 此 等 等 

记 





Zn(u) = zn(w, ASn(w), Valw)), 


(22) 
以 及 
Z(u) = IIo. (23) 
n=] 
于 是 , 由 (21) 和 (22), 
mlw) € A (24) 
由 (23) 和 (24), 并 考虑 到 Vy (w) = Ww(w) = 1, 我 们 求 得 
Z(w) € Volw), (25) 
其 中 Vo(w) < oo (P-a.s.). 由 于 Fo = {2,w}, EX Volu) 是 常数 (P-a.s.). 
又 由 QA 的 定义 以 及 条 件 (19) 和 (20), 我 们 求 得 , (P-a.s.) 
E(Z, | Fn—1)(w) =1 (26) 
和 
E(AS,Z, | Fn-1)(w) = 0. (27) 
由 (26) 得 到 , EZ(w) = 1, 而 这 就 是 说 , 可 定义 新 的 概率 测度 P, 令 
(28) 


P(du) = Z(w)P(dw). 


由 (25), Uu P.p 
由 于 


EJAS,,| = EZIAS,| < VoE|ASul < oo. 
以 及 根据 “Bayes AR” (参见 83a 中 的 公式 (4)) 和 (27), 
E(AS, | Fa—1) = E(ASnIn 195-1) 7 0 


故 关于 测度 P. n3 

,序列 S = (Sn) ER. 

由 所 引入 测度 P. 的 构造 我 们 得 到 , P e PP). 从 而 ax e) = b) E 

Xj 7) — a") 的 证 明 . Vr P e (P) Z o. FA S = (Snan Jk pv. 假定 
9708 xr 50 1 Fre vr. 
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(Xn)jaen BUEN, 而 这 意味 着 , HN =i 


= Aye Sn Ak x" Y | 4 
由 于 AX* = mA 0, 而 这 就 是 说 ,XN = 0 (P-a.s,), 它 证 


£c "Pas pm, x" pe. 因此 , EXA = EX} 
iT d X o) 

定理 A” 得 让 

$+ 3. 如 果 不 假定 Bn br 

Q,,(w, dr) = P(AS, € dz | Fn (w) 


中 a"). 


,< N, 那么 取代 对 正则 条 件 概 率 


的 运作 , 应 该 直接 涉及 下 列 条 件 概率 的 正则 文本 ; 
Sn 
Q,,.(w, dr) = P (a (2 € dr 


相应 的 讨论 要 考虑 到 B, > 0 和 Bn 为 Fn REM, m < N, 其 他 都 一 样 , 没有 任何 本 
质变 化 . 


3. 借助 绝对 连续 测度 善 换 来 构造 靳 测度 


83a. 基本 定义 . 密度 过 程 

1. 设 (0 F, (Fn) P) 为 渗透 概率 空间 , n> 1. 

我 们 说 , 在 (Q, F) 上 定义 的 测度 P 关于 测度 P 绝对 连续 ( 记 为 : P « P), 是 指 
对 于 每 个 Ae 多 ,由 P(A) = 0 导出 P(4) = 0: 


i. J (w). 





P(A) = 0 = P(A) = 0. 
。 ”给 定 在 同一 个 可 测 空 间 (A, F) 上 的 测度 P P 称 为 等 价 ( 记 为 ; P ~ P), JE 
P «PHP «P. 
在 许多 情形 下 , 绝对 连续 性 或 测度 等 价 性 的 要 求 看 起 来 太 强 ， 并 且 往往 简直 就 
是 不 必要 的 , 因为 , 其 实 只 要 把 提 下 列 意义 下 的 较 弱 的 局 部 绝对 连续 性 概念 


H Pn = PL Fo 是 概率 测度 P 在 od, C 上 的 局 限 , 换 句 话说 , Pn ME 
义 在 (Fn) 上 的 测度 , HAMEED Ae 有 


P(A) = P(A). 


E 我 们 说 , MI P 关于 测度 p 局 部 绝对 连续 (iy, Pg P), MATET’? l, 


e. P, « P, 


| 

jl 

4 
xh 


a. GHN TU AEA HE HEN OE M ORC UO 
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yn, di = Roy UU fi A ERI FPE] w = (r,ea, ln Mau a. 
为 由 前 n 个 举 标 生成 的 0- 代数 , F= AR), 而 P, P 是 (9,.Z) toig H 
和 局 部 绝对 连续 性 P «POCHE P HAEA A A (UN e | 

我 们 察觉 如 果 先 验 假定 , n < N < oo, 那么 局 部 绝对 连续 性 概念 和 (简单 ) 绝 
对 连续 性 重合 . 这 样 , STA ORRE” 的 概念 对 于 那些 时 间 参数 可 取 无 限 值 we N - 
(1,2,:)) 的 模型 有 意义 ， 

除了 测度 P 在 一代 数 Fn 上 的 局 限 Pa PL, 以 外 , 还 可 考察 测度 ft oft 
wy, EM P, = PLA, 它 由 这 样 的 集合 A e F 所 组 成 , xj 于 它们 来 说 , 对 每 个 
n2l(r(u)&n)^A €.5,. 我 们 强调 , 如 通常 一 样 , F = F (以 及 天。 VE. 
参见 (250; 第 1 W, 81a]. 


2. UPS P. 那么 Pn e Py 对 于 每 个 m EN 成 立 , 并 且 如 所 周知 (参见 例如 
[439]), 存在 Radon- Nikodym 导数 ,它们 记 为 





If Hg NX HS F na HT OM oL C D - bn (Ww): 


Pal) = f Zalo) Palda), AE Fm. (1) 


it. Radon-Nikodym 导数 a 以 唯一 方式 确定 只 能 精确 到 P, -不 可 区 分 ， 即 , 如 
果 (1) 对 于 Zy(w) 满足 , 并且 (1) 同样 对 于 Z1 (o) 也 满足 (把 Zalu) PERM Zi (w)), 
WA, P(Z,(w) # Zi (w)) = 0. 

在 这 一 含义 下 , Za (w) 和 Z (w) 都 是 Radon-Nikodym 导数 的 “文本 当 我 们 说 
Hil “Za 是 Radon-Nikodym 导数 ”并 记 为 Zp = Ta 时 , 那么 这 自然 理解 为 选取 了 
革 个 文本 ,并 且 我 们 对 它 进行 运作 . 这 时 , 不 难看 出 , 所 选取 的 文本 总 可 以 不 仅 满 居 
P(2n(w) > 0) = 1, 并且 也 满足 Z, (o) > 0 对 于 所 有 we 和 每 个 n>1 成 立 . 正四 
为 如 此 ， 非 负 性 要 求 通常 干脆 就 包含 在 概率 测度 的 Radon-Nikodym ARIE XP 

以 后 , 我 们 称 离散 时 间 过 程 


Z = (Zn)nyi 


» (MI. B, 关于 Pn (n > 1) 的 ) "密度 过 程 ”( 或 者 测度 P ero pep me oo 
密度 过 程 "). 


Hey TIBIA LA 09 TERI xt v, og PRESE ROLL RU 


定理 . ik PY p, 
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非 负 (P. C085 满足 EZ, =l. 


a) 密度 过 程 2 = (Zn) 了 =V Fn. ma FR EH: 


b) 设 F = Fo- 其 中 Fx- 
(i) P « P; , 
过 程 Z = (Za) 是 一 致 可 积 (P, (Fn))-# 


(ii) P (sup Zn coo} =l. 
ye c itin: Zu 2 0) RRMA RAR OL ZL AR 
来 的 时 刻 ， 该 过 程 在 下 列 含义 下 “停留 在 堆 上 ”: 
P{w: 3n > r(u), 使 得 Zn(w) # 0} = 0. 


dit rds. ARS {7 < 00} E, AM B,-P|E,P.-PIJ, 在 o 
F, 上 (参见 第 二 章 gue 中 的 定义 2) E P. < P, VAR (P-a.8.) 
dP, 


= —. 2 
dP, v) 


£r 


e) 下 列 等 式 成 立 : 
P (inf Zn > 0) xil. (3) 


f) 如 果 P(Z, > 0) = 1 对 于 每 个 中 1 成立, MA PSP AR 
P'S p, 
证 明 . a) 由 (D), 对 于 A € Fn, 有 
Pn(4) = E(IAZn) = Pix (A) = E(IaZna1), 


而 这 就 是 说 , EIAZ, = ET4aZ+i. 因此 , E(Znsi| Fn) = Zn (P-a.s.) 对 于 每 个 n>1 
成 立 . 同样 明显 的 是 , EZ, = Pu(O) = 1. 从 而 , Z 是 (P, (2, ))-Bh. 

b) (i) 一 (过 ,我 们 重 提 下 列 鞭 论 的 经 典 结果 ([109], 对 于 连续 时 间 情 形 也 参见 
第 三 章 83b 第 4 节 ): 

Doob 收敛 定理 , 设 X = (Xn) 是 关于 测度 P 和 流 (Fn) Hh Le, 并 存在 可 积 项 
WEE Y, 使 得 Xn 2 ECY | Fn) (P-a5) STE n2 1 3. 

那么 X, (P-a.s.) 收敛 于 有 限 极限 ， rote, X: 


lim Xn =X (P-a.s.). 


(证 明 参见 (109) 和 许多 教科 书 , 例如 [439; 第 
， » (439; 第 VII Bt 84].) 
为 证 明理 涵 关 系 (i) — (ii) 只 需 注意 到 , 由 于 Z, > wre! Doob fË 
理 , 以 概率 1 存在 有 限 极限 lim Zn. 4H P < p. 因而 这 个 极限 也 对 测度 存在 且 有 
B. 而 这 就 是 说 , P (sup Zn < 00) mx 


s. fH USA eH ELT 
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(ii) —> 6i). 随机 变量 族 (En) 的 一 至 可 积 性 意味 着 


lim sup E (lén (I5,] > N)) = 0. 
在 所 考察 的 情形 下 (én = Zn), TH. (ii), 我 们 有 
E(Znt(Zn > N)) =P(Zn > N) <P (sz, > N) — 0, N — 0, 


这 就 证 明 了 (i). 

(ii) => (i). 由 Doob 定理 , Zr 一 Zo (P-a.s.). 族 (Zn) 的 一 致 可 积 性 于 是 也 保 
证 了 在 L(0, ¥,P) 中 的 收 钱 性 , BD E[Z, — Zoo| + 0, n — oc. 

对 于 集合 AC Fm Mn 2m, 


P(A) = El 42m = EIAZ,. 
[B E|Z, — Zool — oo. 因此 , 对 于 每 个 A € Fm, 
P(A) = EIAZ... 


应 用 通常 的 “单调 类 ”技巧 ([439; 第 II 9 82), 由 此 得 到 这 个 等 式 在 山 务 和 
E F = 0 (U Fa) (= S. = V Fu) 上 保持 成 立 
这 样 一 来 ,P < P, 并 且 尤 其 有 


其 中 FA — lim Mini 
c) 为 了 证 明 这 一 性 质 , 我 们 需要 另 一 个 蒜 论 的 经 典 结果 ([109], 对 于 连续 时 间 再 
参见 第 三 章 §3b 第 4 节 ): 


Doob 停止 定理 .@ ER X — (X,) 满足 下 列 性 质 : 存在 可 积 随机 变量 使 


X.2E(Y|4,,, n>l 
PANTER ds Markov Wr X] o 和 r, 随机 变量 X, de X: 可 积 , HERS {0 <7} 


E(X,|.7,) Xo, (Pas) 

(证 明 参 见 [109]. (439; 第 VII 3 $2].) 
BREL 集合 {w: r(oo) = oc) 上 Xr(w) 的 值 被 假定 为 等 了 Xoo(w), 其 中 Xoo lw) 
二 Doob 收敛 性 定理 存在 的 极限 lim X (w) 
LIMINE Doob optional stopping theorem (Doob sp ub Pak Se RIO. 
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i 才 刻 | Om =inf{n>1:7 ~ 

一 mw A v Zn = 0} 以 外 ， 我 们 引入 时 Fe n > 

除了 时 刻 An Eun eed 即 集合 (rn) 和 {om <n} 对 于 每 个 n>] 和 
ms €— : “我 们 记得 如 果 Z,(w) > 0 对 所 有 2 1 成 立 , 通常 就 认为 


T(w) = oo.) 
由 Doob 停止 定理 ， 
E(20 | Fr) < Zr 
=0, m 2 l, 因此 ， Om = 00 (P-a.8.), m z 1, 而 这 意味 着 下 


0 在 集合 {w: r(w) < oo) ERY. 


这 就 是 说 , Zon I(T < oo) 
列 所 要 求 的 性 质 满足 : 


P{w: 3n 2 r(w), (818 Z,,(w) # 0) = 0. 


d) Ac 多.. TÉ 
Ella " It ecc] : Zr] cy: >. E[IA ; T(r=n) 1 Z+] 3 x. Ela P T(r=n} Zn] 
no) n21 
三 S>P(AN T(r =n))= P(An {7 < oo])), 
ngl 
这 就 证 明了 所 要 求 的 断言 . 
e) id 
7» = inf fn: Zn < =}. 
m 
于 是 , 由 d), 


P(rn < oo) = E(Z, (Ta « oo)) € i 

而 这 就 是 说 bo 
P (Ne < ~) = 0, 

它 等 价 于 所 要 求 的 断言 (int Z, > 0) 


1) iR PP T 


Qn(A) = ji Z7 'P(dw). 
TRÀ, 由 于 P. (du) = ZnPn (dw), 故 


) 


=1. 


Q,(A) = i Zn ZsP(du) =P,(A),  n»1 


从 而 ， 


PalA)= | Zoi qa) 





s. BIMAXHERUNG M HORIS ARE m 


er oo ae tr 














loc = 
这 就 是 说 PP. i 

: 这 样 , 定理 的 所 有 断言 a)-f) 都 已 得 证 . 

3， 下 列 “ 技 巧 性 ” 引 理 对 于 按 各 种 测度 计算 条 件数 学 期 望 时 有 用 以 后 它 将 
被 多 次 运用 , 并 为 了 引用 方便 , KEA TAI. 下面 经 常 引用 的 公式 (4) 称 为 
“Bayes 公式 " 或 者 “广义 Bayes 公式 ”([303; 第 7 $). 

引 理 . ik P, < P, Y AAR (或 P- 可 积 ) ZZ。- 可 测 随 机变 量 ， 那 么 对 于 每 个 
fot " 1 E 

E(Y | Fm) = z.FY Sn | 多 mw) (P-as.). (4) 

证 明 . 首先 注意 到 , 在 (4) 的 右 端 的 表达 式 中 , P(Zw > 0) = 1 (参见 上 一 定理 中 
的 断言 e)). 同时 , 在 集合 (wu: Zm(w) = 0) 上 也 有 Zalo) = 0, n > m (Pas). 考虑 
到 这 一 点 , 我 们 将 认为 (4) 的 右 端 在 这 个 集合 上 等 于 零 

根据 定义 , E(Y | Fn) 是 多 -可 测 随机 变量 , 并 满足 对 于 任何 Ac Fn, E 


Ella - E(Y | #m)} = E(IA Y), (5) 
以 至 只 需 断定 , 对 于 (4) 的 右 端 中 的 多 -可 测 函 数 , 有 
E |n LEW Z| Fn) = BY] (6 
由 下 面 一 串 等 式 可 导出 , 这 实际 上 是 成 立 的 : 
E hra . z EY Zn | Fn) =E 区 z EYZ | Fm) j Zn] 
= E[I4 - E(Y Zn | Fm)] 
(9 gir Y Zn] Ê EJAY Zm) = EMAY), 


其 中 等 式 (a) 由 条 件数 学 期 望 ECY Zn | Fm) 的 定义 得 到 , 而 (3) 由 lY BU] 
性 和 序列 Z= (Z4) RAPE TT ARIZ. 


83b. Girsanoy 定理 的 离散 版 本 . L 条 件 高 斯 情形 
1. 关于 渗透 空间 | 
(2, F¥, (.94)n21, P) 
ia 测度 P (局 部 ) 绝对 连续 或 等 价 的 概率 测度 P sape 
uU" HEM Girsanov 定理 的 离散 (时 间 ) 版 本 开始 ; Girsanov | 
te S 在 者 作 [183] 中 对 于 扩散 型 过 程 建立 的 , 并 用 来 作为 对 于 革 、 Jy, Bibl 
: TULIT s em ET (参见 例如 ，[250] 的 第 11 3.) 





———— 


套利 理论 . 离散 时 间 
ase az 陵 机 金融 模型 中 的 要 一 一 一 一 一 一 一 
ed 


设 时 间 参 数 n2 1, 而 E = (£1, &2s° 
Law(én |-9n- : P 
特别 是 , 这 意味 着 序列 眉 独立 标准 正 态 分 布 随机 变量 cn ~ P (0,1) 所 组 成 


> i a 12 1: in 


WIE Gee 的 含义 , 而 on =0 的 观察 值 可 干脆 在 讨论 中 排除 . 


S h = (hn)n>1, 其 中 
hy = fin + OnEn: (2) 


由 (1) 得 到 , (正则 ) 条 件 分 布 P(hs < |Fn-1) 由 下 列 公式 来 定义 : 


po^ wu 
P(h, € z| 9.1) = a]. ran dy, (3) 


是 有 下 列 分 布 的 多 -可 测 随机 变量 序列 


) 三 . (0, 1). (1) 


或 者 以 记号 的 形式 记 作 
Law(hy | Fn-1; P) = M (un, 70); (4) 


它 是 把 序列 A= (An) 称 为 (关于 测度 P 的 ) 条 件 高 斯 序列 的 基础 , 其 (条 件 ) 均值 和 


方差 分 别 为 
Elhn | Fn—1) = pn, 6) 


D(hn | Fn-1) = 02. (6) 
由 (4) zX (5) 和 (6) 我 们 求 得 
E(hs — p, | Fn) = 0, 6) 


D(h,, = Hn | Sa) ul a2. (6) 
如 果 记 
Hyn = ) hy An - i n 
! - H 3 M, 一 
k=1 2. i 2 OkEk; 


那么 可 以 说 , 在 条 件 高 斯 情形 下 量 An 可 表示 为 下 列 形式 : 


Hn = An + Mn, 


zz (A, i 
) TAA, T M = (Mn) 为 条 件 高 斯 局 部 区 其 平方 特征 为 


(M), = e 
k=] 


其 中 4 
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1. 于 是 (2) 可 改写 为 差分 形式 
AH, = Bn À + 0n AW,, 


它 自然 可 看 作 下 列 某 个 由 维 组 过 程 W = (Wi)o 所 生成 的 “It6 过 程 H = (H) 的 
随机 机 分 (参见 例如 ，[303; 第 4 章 | 和 第 三 亚 83d) 的 离散 类 似 : 


dH, = Ldt + e,dW,, 


其 中 (m)tz0 是 局 部 漂移 ， 而 (cejtz0 为 局 部 波动 率 . 

把 它 用 到 所 考察 的 条 件 高 斯 序列 (2) E, "Girsanov 定理 ”( 正 如 我 们 所 注意 到 . 
L V. Girsanov 是 在 连续 时 间 情 形 下 得 到 它 的 ) 的 离散 类 似 所 联系 的 问题 在 于 , 是否 
可 求 得 这 样 的 对 于 测度 P 绝对 连续 或 等 价 的 测度 P, 使 得 关于 它 , 序列 h= (h) 变 
为 (局 部 ) RE. 在 这 一 联系 中 , 有 益 的 是 要 强调 , (2) 中 的 右 端 包含 两 项 : “漂移 " 必 
和 “离散 扩散 " onen, 后 者 (关于 测度 P) BRE. 所 陈述 的 问题 本 质 上 在 于 能 否 求 
得 这 样 的 测度 P « P, 使 得 关于 它 (ha) 没有 “漂移 ”成 分 , 而 只 有 “离散 扩散 ", 即 
(ha) 是 (局 部 ) PRE. 


2. 在 构造 测度 P 时 , 起 关键 作用 的 是 下 列 ( 正 ) 随机 变量 序列 : 


5183. 1) 序列 Z = (Zn)n>i 是 有 EZ, — 1 (n 2 1) 的 (P, (Fn) 
2)i& F =V Fn, Bib “Novikov 4e fF" 


1 o0 Bk 2 | 8) 
ee (43: (£) ) <= ( 
mA Z = (Zn)n>1 是 有 (P-a.s.) 极限 值 Zæ = lim Zn H-A T PUR, 满足 
oo 2 
gai e ae (&) | (9) 
Zu en E di^ 32. Tk | 
以 及 
Zn = E(Zs | Fn): (10) 
WERA. 1) 这 一 断言 显然 , 因为 对 于 任何 > 1 (Fo = (000 
2 
jik L f uk p (11) 
ten Mey ae (4) |l] 
这 一 等 式 由 Me 


的 天 -1- 可 测 性 和 条 件 高 斯 性 (1) 得 到 


i 








| 理论 . 高 散 时 间 


证 明 相当 复杂 , 它 可 在 A 
: : (Za) 的 一 致 可 积 性 的 A M 
5 pasci em ir x (参见 例如 ，|303; 第 7 章 ], [402]) 中 找到 
Novikov em e : [368| HAZ : 
然而 ， 在 略 强 的 条 件 下 : 对 于 某 个 E> 0, 


2 
1 al 
com{ (3+) È (a) } <o (12) 
ik (Zn) 的 一 致 可 积 性 的 证 明 就 比较 初等 因此 , 提出 这 一 证 明 就 比较 合适 ; 我 们 
X (Zn/n21 NIS 


将 在 本 节 的 最 后 来 这 样 做 (参见 第 5 A). 
3. Big E N21, 并 且 我 们 将 只 考察 对 于 m <N 的 序列 (ha). 为 了 简化 记 


认为 多 = Fu, HB Pn = P| Fn =P. Tue 
M T > 0 以 及 EZy = 1 故 在 (0, F) 上 可 引入 概率 测度 P = P(du); > 


Plan) = Zw(w)P(dw) (13) 


我 们 强调 , 这 里 不 仅 有 P < P, 并 且 也 有 P < P. 因此 ,P ~ P. 
我 们 考察 序列 (ha) ncw 关于 测度 P 的 性 质 . 
由 53a PHY) “Bayes 公式 ” (4), MFHT ACR fn < N, STR (P-a.s.) 
Ele, E CEDE CON | Fn) 
= E (c - Rech oR)" 
ellen te ue KR) Lg, .) 
= SEA : (14) 
其 中 利用 了 
Eee Sa )en-4(iàon- g0)? 


以 及 os 为 FaN. 


所 得 到 的 等 式 
E( 1o, o Pas) um 
WS ATEM P, FI h = (hn) Drak xn BEZAR qug 项 
Caw(hn | Fna;P) =. (0, 92), (16) 
MSAFE, (5) 和 (6) BOXER stie m 
E(hn | F -1) — 0, an) 
Dlha Lg, TT (18) 


3. MRD EE I EE E D E ORNE N 
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从 直观 的 视角 来 看 ， 可 以 说 , 从 测度 P 到 测度 P 的 转换 ， 零 化 (8 X7) 了 序列 
h = (hajngN 的 漂移 p= (un)n«w, 并 保持 同样 的 条 件 方差 
由 (16) 也 可 断定 , 如 果 = = (Ennen 是 有 分 布 为 


Law(En |.Z, 4; P) = .4'(0, 1) (19) 


率 空间 ), 那么 
Law(hn,n < N |P) = Law(onan,n < N |P). (20) 
由 此 可 见 , 关于 新 的 测度 P, 序列 (hn ncn 本 身 作为 局 部 摧 关 (onz) 来 引 
A, 同时 , 关于 原来 的 测度 P, 类 似 的 性 质 (20) 有 这 样 的 形式 : 


Law(hn — n,n <S N |P) = Law(onen,n < N |P). (21) 


我 们 现在 改变 考察 的 顺序 . 

我 们 将 认为 测度 P 和 序列 h = (hn) 是 原来 的 , 而 对 于 它们 来 说 FER (20) 成 立 . 
于 是 在 测度 P 向 测度 P 转换 时 (与 公式 (13) 相对 应 ), 我 们 得 到 性 质 (21), ERTL 
释 为 局 部 著 差 (cnsn)n<w 出 现 了 漂移 . 正 是 这 样 的 解释 , 看 来 对 于 陈述 在 测度 的 物 
对 连续 替换 下 关于 局 部 款 变 换 的 相应 的 一 般 结 果 来 说 , 最 为 适用 (参见 以 后 的 $39). 

在 概述 所 得 到 的 结果 以 前 , 我 们 注意 下 列 关 系 . 

BR o2(w) RKF w (= 02). 那么 由 (14), 我 们 用 递 推 的 方式 求 得 , 对 于 从 ER， 
ke (1,... ,N), 


E (eis. Mn) _E Gas Agha E (eiwhn [Fy-1) ) 


ANIN S f iN- N 142,2 
=en 7 E (e Ei a =is-= ed Dai Mas, 


从 而 , 关于 测度 P 序列 nnen 是 有 零 均值 的 独立 正 态 分 布 随机 变量 各 ~ 
A(O, cn) 的 序列 . (这 点 也 可 由 (17)-(20) KBE.) 
c 我 们 以 下 列 定理 的 形式 引入 所 得 到 的 结果 , 它 自 然 称 为 Girsanov 定理 的 
类 似 . 


定理 . 设 =(ha)ncy 为 条 件 高 斯 序列 , 满足 
Law(h, | Fn-1; P) = N (uns 05); n SN. 


本 M F 以 及 测度 P 以 密度 Zy 用 公式 (13) 来 定义 , 而 ZN MAR (1) 来 给 定 
A: 


1) 关于 测度 P, 序列 及 二 (ha)ngw 是 条 件 高 斯 序列 : 


Law(h,, A ery P) = AW (0, a2), ns N; 


套利 理论 . 离散 时 间 
i 
ET mn PA h= 

如 果 c? alw) (n < N) 不 依赖 于 o, RANT (Pane 
2) Ga = Sn 


n 


是 独立 高 斯 量 的 序列 


" Eva ie M- 
Law(h« | P) = AN (0,69); n& N; 


F=VF 并 满足 条 件 (8) 那么 性 质 1) 和 2) 对 于 所 有 n 2 1 对 测度 
P 上 使 得 (4o) = Z,,(w)P(dw), 其 中 Zio) 在 (9) PRR. 
， RIRE, ERAR (13) 和 (7) 来 构造 测度 时 , 直接 参与 的 是 在 hn (= p+ 
oe eet (pn) 和 (a) 在 这 一 联系 中 ,同时 也 为 确立 在 考察 Bescher 
Spottt a, (w) 的 特殊 选择 程序 (参见 2d) 的 联系 , 我 们 考察 由 下 列 量 来 定义 的 
imi Z = (ZP y eneN: 


zi? (u) =e Dobe - ju. (2) 
k=1 k=1 


EP b, = bu) 为 Fr- A. 
由 于 EZÜ(u) - 1, 故 可 在 Fy =F 上 定义 概率 测度 


PO (dus) = ZN (w)P (dw). (23) 
关于 这 个 测度 , 条 件数 学 期 望 


EO (hn | Fn-1) = -bn — P^. (24) 
由 此 很 明显 , 在 “Girsanov 定理 " 中 对 特殊 值 b, = -各 (n < N) 的 选择 , 正 是 为 了 
使 得 在 这 样 的 选择 下 , 序列 h = (ue RARE 

同时 ， 如 果 Ay, = ln + En, 那么 函数 


£n(a;u) = E(e% | F _1) = edo! -oun 
由 此 可 见 ， 
inf pn (a; w) = ¥n(dn(w); w), 
只 要 Gs (wu) = fin, NSN. 


正 是 在 $24 中 借助 于 “Eggc 变换 ， 


利用 过 这 些 gie i 构建 使 序列 (x,,) 变 为 鞭 差 的 测度 时 曾经 


换 "， 都 导致 同一 个 测度 P. ep 无 论 是 "Girsanov 变换 ”, 还 是 “Esscher 变 


5. 我 们 引入 下 列 合 T | 
X Z= (2)... reni 在 条 件 (12) 的 假定 下 , (7) 中 定义 的 Za OM 


3. (ih ASS RR IU DR 





设 Ba = Er 于 是 条 件 (12) 取 下 列 形式 : 存在 5>0 使 得 
i^n On 


1 M a 
com (3+) EA} es (25) 


对 应 于 (7), n 1 n 
Zn = cp} a = +) a) n zl. (26) 
k=1 kel 
设 E» 0 和 p > l. T 
A E 
y = exp 十 e) Beer = EIU Ji (27) 
k=! k=] 
pll +e)? L+el\e 
ie =op ( ( L JEA (28) 
k=1 


为 证 明 所 要 求 的 族 (Zn)">: 的 一 致 可 积 性 , 只 需 指出 (参见 例如 , |439; 58 rr 3 
$6, 引 理 3]), 对 于 某 个 < > 0, 


sup EZITE < oo. (29) 
由 于 

guts -— yD yl) 
故 由 Holder 不 等 式 (1/p + 1/q = 1), 


Ezite — EU & [Ew] 
其 中 我 们 利用 了 (参见 (11)) 


l/p 


[Ec] ^ [Ew] WT qj 


EPP =1. 
? P=1+6,q=(146)/6, 其 中 5>0 满足 条 件 (25). 选取 = > 0, 128 


e(l+e)< (31) 


mu m 
(13-8)(1 + 28) 
于 是 


2(q — 1) « 
<en{(3+8) zat] coof(}+4) 24]. 
而 这 就 是 说 ， 由 条 件 (25). s 
a 
Sup EZi* < [sup (uy 1/4 » e (3 «)x«] « o0, 


n 1 


“就 证 明了 所 要 求 的 族 (Z) 的 


(v2))a < oo (3 P eq(l+e)(1 oer) Sa) 
k=1 


一 致 可 积 性 . 


pae MASBATPEUENES ee 
— 


Fas ES HIR BO ATE IR 
83c. 条 件 高 斯 分 布 和 对 数 条 件 高 斯 分 i cnc ell 
| 3 (F, (Fa) P) 为 原来 的 渗透 概率 空间 , n 2 0. 价格 5 
(&) 民国 RIERREN (B, 5) HERI, 认为 p 
a 有 B, 三 1 UR S = (59) 其 中 
Sn = So + Hn, n 2 l, (1) 
ce ， 6 a Const, 我 们 也 将 认为 , h = (hn) 是 条 件 高 斯 序列 , jn = 
eden aon x 2. RT, e = (En) 为 独立 (0,1)- 分 布 KAD 
n + 0ÓnEn: n n 
HR en (n 2 1) 的 序列 (S 见 更 详尽 的 上 一 节 ). i 
尤其 是 , 现在 假设 , 价格 5n 可 取 负 值 . 这 里 也 带 有 上 面 提 到 的 “理想 化 然而 
我 们 察觉 , 正 是 L. Bachelier 在 [12] 中 也 考察 了 类 似 的 模型 . (关于 这 方面 的 详情 参 
见 第 一 章 82a.) 
假定 pn 三 0. 于 是 


Sn = Sot M OKER. (2) 
k&n 

由 量 mx 的 Fr STIEPERIETE Eler | 1) = 0, 由 (2) 得 到 , 在 所 考察 的 情形 
F, 价格 序列 5 = (Sn) EVER, 因而 , CERRY (参见 第 二 章 $1c 中 的 定理 ) 如 
果 补 充 假定 , 比如 Eloren] < oo, k > 1, 那么 序列 S = (Sa) 将 关于 原来 的 测度 PE 
th. OCT RUBER ID RAE, 参见 第 二 章 中 的 $1c.) 

现在 设 ps 对 所 有 n < N 来 说 不 恒 等 于 零 

在 这 一 情形 下 , Girsanov 定理 的 离散 版 本 (83b) 给 出 测度 Py 的 构造 方法 (参见 
53b 中 的 (8) 和 (6), 使 得 关于 该 测度 , "4 Elonen] < oo 对 所 有 n < N 成 立时 , FF 
(Snjncw 是 局 部 坝 以 及 (简单 ) 鞭 


2 现在 我 们 考察 更 现实 的 局 面 , 认为 在 (B, 5) -市场 上 
3) 


Sn = Soe”, 
以 及 B, z1,n« N. 


在 第 一 章 8la 中 , 已 经 注意 到 , 从 统计 分 pound 
iin esi 析 的 视角 来 看 适用 的 “ 复 利 (com 
return)" ”再 表示 式 (3), 对 于 随机 分 析 的 目标 来 说 , 并 非 总 是 适用 的 . 原因 在 了 


列 H = Hn x id > 以 
解释 了 为 什么 要 转向 (ap quo 为 软 ” 然 而 ,一 般 来 说 并 非 如 此 


ple return)") 表示 式 


| | Sn = Sye(H 
ox 0 ( Qo 
文 版 把 这 里 和 下 面 “EA | 的 英文 术语 中 的 return 都 改 为 interest. 


(4) 
_ 


3. fE B LE I E L DU BE B ee H Te 


其 中 (参见 第 二 章 中 的 bla) 


H,, = Ha + 3 (nTa AH, - 1), 


kon 


£(H), =e! [T0 Aret n>n, (6) 


kon 
WR &(A)o = 1. 
无 论 是 在 (5) 中 , 还 是 在 (6) 中 , AA 4 ABT WES ERES: 
H,, == > (eam — 1), (7) 
kin 
&(H), = [Ta + AE). (8) 
k&n 


然而 , 有 益 的 是 要 再 次 注意 到 (参见 第 二 章 中 的 gla 和 第 三 章 中 的 85c), 在 考究 
对 于 连续 时 间 的 类 似 表示 式 时 , “正确 ”形式 是 (5) 和 (6) 类 型 的 表达 式 , 而 不 是 (了 
和 (8) 类 型 的 表达 式 , 其 中 联系 着 对 应 “ 求 和 Dre ARE ec” 中 的 收敛 性 癌 
题 , 因为 在 连续 时 间 情 形 下 , 一 般 来 说 , 对 于 每 个 上 > 0, 就 已 经 有 无 限 多 项 

与 (3) 相 比较 , 表示 式 (4) 的 优点 在 于 下 列 命题 成 立 : 


命题 . 为 了 (4) 中 所 定义 的 序列 S= (Sa) AR, 只 需 序列 A= (Ay)noi 为 局 部 
W RAR, >-18 TH+ n>1 成 立 . 
事实 上 , 由 (6) 或 (8), 对 于 n > 1, 
Aé(H), = £(H), 1AH,. (9) 


^. (Hn) EGR, 而 这 就 是 说 , 作为 加 变换 (参见 第 二 章 51c 中 的 引 理 ), 它 有 下 
IRRR: 


H, = ye (10) 
it - k=] 
中 有 多 -可 测 的 ak 和 革 个 蒜 M = (Ma). 
由 (9) 和 (10) 可 见 ， 


A&(H), = a, &(H)s 1A Mn, 


H ~ 
a EER, tiic jug, cerdo RR à 
R AB, > -1, 那么 显然 有 (f), > 0. 因此 , 根据 第 二 


m 章 gic 中 的 引 理 , 局 
V 600) 其 实 就 是 (简单 ) 可 


OCT REN 
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- 444 > É 


A > -1 满足 , 因为 
在 我 们 所 考察 的 情形 下 ， 条 件 AH, > -1 WE 


ff, 并 且 hn = is + One : {EY 

假定 , 量 hn = AHs 是 条 件 高 斯 变 p H- 

Ee span 的 序列 S = (Sn) 自然 称 为 对 数 条 件 高 斯 序列 , 它 与 83c 中 
呼应 . 

Diam 在 怎样 的 条 件 下 , 序列 S = (Sn) 将 关于 原来 的 测度 P 
p du É. Pis. 
为 此 正如 我 们 上 面 所 看 到 , 只 需 有 AHn = e^H« 一 1 的 序列 H = (Bn) 为 局 部 
$b 即 E(IAB,|| 2) < oo M E(A S | Fn—1) = 0, 或 者 等 价 的 


Eler | 多 _i)=1 工 (P-as.). (11) 


由 于 我 们 假定 AH, = Hn + 0465, 故 条 件 (13) TRA FIER: 
Ete es | 3) = 1, (12) 


它 等 价 于 
E(e "pg se, 


左 端 等 于 eins. 尤其 是 , 我 们 得 到 条 件 


(13) 


E 
hn — =0 (P-a.s.), 


2 
这 时 , 对 数 条 件 高 斯 序列 


Sn = Sy exp {Sim + men | » nl, 
=) 


n 2 l1. (14) 


关于 原 

BOR MSIE P Je 这 一 结果 当然 容易 预见 , 因为 正如 我 们 已 经 注意 到 , 序列 
e EC -]) 

ge nzl 


4. 现在 转向 条 件 (14 | 
V n«N. 我 们 将 在 丰满 足 的 情形 
求 的 测度 p. 


(15) 


Pdw) = ZN(w)P (du), 


uw 上 借助 于 条 件 Esscher 变换 构造 下 列 形式 的 有 i | 


j 
i 


E 


3. fA VES HACKS AS 


其 中 ZN(w) = AL, 65 以 及 (Fo = (9,0) 


etahn 


E(eanhn | Fry)’ 


2n{w) = (16) 


其 中 多 -1- 可 测量 ok = ak(w) 将 选择 为 使 序列 (S,), c 为 P, (2, ))-B. 
在 所 考察 的 情形 下 , 当 价格 由 公式 (3) 给 定时 ， 这 就 意味 着 必定 满足 条 件 


(ant+l}hn = Os ly 
E le | Fn—1| = E [es | 45]. (17) 


考虑 到 An = pa + onen, 我 们 求 得 , 等 式 (17) 满足 , 只 要 把 o, 选择 为 使 得 

(18) 
即 

(19) 


如 果 对 所 有 n <N 条 件 (14) 满足 , 那么 an =0 以 及 Zw = 1, BARE P = P. 
在 选择 an 时 , 根据 (19), 


2 2 
Elenin | F ) = i on 
[Faiy] = erp 202 ^ Bf 


从 而 ， 
z, = Meis a. [ln on l £315 

E(en ha o P (E eoe - a (nem) 

以 及 
N 
ZN = exp4 — Hn In 1 [Ha , 9n 
N e| Y (es a enta + 全) | (20) 
这 样 , 由 

Sn = Ses Ha = hi +- ha, An = fin t nen 
所 组 成 
E Hee S= (Shna 关于 测度 是 其 中 ES, — $0, 关于 测度 的 刻度 
列 (s, O 给 出 . 在 对 于 n < N 满足 条 件 (14) 的 情形 下 , 测度 P = P, 并 且 序 


"SN 为 (P, GF. )-Bh, 即 关于 原来 的 测度 P 为 炽 


理论, DN CAT IR] 
nap mo SEP ELA dera i E 


" 
1. p s= s $ a 


E dal. 
本 可 用 来 作为 对 于 有 hn = AB, 的 随机 序列 H = (Ha) 的 相应 结果 的 原型 seg 
H - ` n 
EXE uL ee T 

“hn ri ned crai EA, 我 们 再 来 分 析 上 面 引入 的 (在 条 件 高 斯 情 形 下 的 

下 列 命题 的 证 明 : X 

ve sab dt HERRERA RARE OS E ZR (参见 

中 的 (4)); (在 P P: P 的 假定 下 ) 把 它 用 于 Y = Hn 以 及 E|A,| «oo, m=n- 1, 就 
有 这 样 的 形式 : 

EH, LA) g Elna Fa) Pash n>n a) 


fin | S1) — 0, nal" 


这 里 下 是 关于 测度 P 求 均 值 , 而 当 Zs_1(w) = 0 时 , 右 端 被 认为 是 零 ,我 们 也 认为 
Fo = {B,D}, Zolw) = 1. 
我 们 指出 , 怎样 可 由 公式 (1) 容易 导出 下 列 结果 : 


eX P&P, SA Hc. A(P) e HZ e M(Py, (2) 


其 中 (P) 和 AP) 分 别 表示 关于 测度 P 和 P HRX (参见 第 二 章 $10). 
RS, WR H c (P), 那么 E(H,|2, 1) = Hn- (P-as.), 并 且 由 (1) 可 得 
Hn—1Zn—1 = E(HsZ, | 2,1) (P-a.5.). 这 个 Prag, 成 立 的 等 式 也 将 P-a.s. R. 
事实 上 ,在 集合 {Z1 = 0} 上 , 等 式 的 左 端 和 右 端 都 为 零 , 因为 在 这 个 集合 上 
T f pr: (Pas). 在 集合 (2, > 0} 上 测度 P ALP 等 价 (其 含义 为 P({2n-1> 
TO = PUZa > 0} A) =O MF A c F, 成立) 而 这 就 是 说 , 所 指出 
th P 重合 . 因此 , (2) — — 得 证 
TR HZ c (P, 那么 ,12, 1 = E(H,Z, |i) (Pas 
-8.S.). 因为 Zn-1 >0 关于 测度 P 成 立 MW n“n 
Haa 三 LE on 
3 Zr Hn | Fn) (P-as.). 
此 和 公式 (1) 得 到 , H € «(P 
(P). 
值得 注意 的 是 ， 83a 中 的 “Ba 
中 的 蕴涵 关系 — 来 导出 5 


XX, 设 多 -可 测量 y a 
我 们 以 Hy - Gy, Fe E 


公式 " (4) (以 及 特别 是 公式 (1)) 可 由 断言 也 


Y| «oo Al P p, 


E(YZ,|g. = Hg. (P-a.s.). 
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特别 是 ， E(Y Zn | .Fa 1) = Hn-1Zn-1 (P-a.s. 和 P-a.s.). 

由 此 得 到 , 由 于 PZS > 0) = 1, A 

z EY En | Fr )- Haa (Pas). 
它 与 等 式 Ha- = EY | Fa) (P-as) 一 起 就 证 明了 “ 重 算 引 理 " 中 的 83a 中 的 
“Bayes 公式 ”(4): | ^ 
“oR PEP, 那么 E(Y | Fn) = ZEW Zn | Fut) (Peas). 

这 样 一 来 , 性 质 (2) TEE TASIE A AE Be Ee EE (6) 08 95505 p 
文本 . 

2. 结果 (2) 很 有 用 , 它 的 某 个 “局 部 " 文本 也 一 样 , 后 者 可 陈述 为 下 列 命题 形式 
(比较 (250) 中 的 第 III 章 §3b). 


引 理 , RP SP, Z= (Zna) 为 密度 过 程 ， 
_ dP, 


Zn JP,’ 





其 中 Pn = P| Fn, Pn = P| Fn. 

H H = (Hn, Fn) 为 随机 序列 . 

a) 序列 H X P-# (H € .NM(P)) 当 且 仅 当 HZ = (HaZa. Fa) Æ P-M (HZ c 
(P), PERRA (2) 成 立 : 


H € M(P) « HZ € AMP). 


b) 此 外 , 如 果 P A5 P, 那么 序列 H EUER PH (H € Mu (P) SARS HZ 是 
局 部 P- (HZ € A, (P)): 


H € AK (P) «^ HZ € Mo,(P). (3) 


" WEAR. a) 这 个 断言 已 经 通过 导出 公式 (1) (其 本 身 也 有 意义 ) 而 得 证 . 但 它 也 可 
信 利 用 加 的 定义 来 证 明 . 


Rm<n BAC Hy. 于 是 E(IAH,) = E(U4ZnHn), 而 这 就 是 说 ， 
E(IAH,) = E(IaHm) <=> E(I4ZnHn) = E(IaZaHn). 


3 Helia) = E(IAZ, Hj). 因此 , H € HA (FP) «— HZ € (P). 
) 设 (Tn) 为 对 于 HZ € AM: sc (P) 的 局 部 化 序列 , JEH r= lim. 
"ir HZ € (P) 一 > H € Mio (P) (EERIE P «P 的 假定 下 ). 
且 (th E 是 对 于 HZ 的 局 部 化 序列 . 于 是 如 果 了 = lim mn, BEA P(r = œ) = 1, HF 
SPAT §3a 中 的 定理 的 性 质 d)) P(r < co) = EZ,I(r < oo) = 0. 


SS NE oe 





Ten 


随机 金融 模型 中 的 大 利 理论 NEN 


第 五 
E 
因此 , P(r = 0) = * 


k k 


由 此 可 见 , HZ 是 pH, 并 且 根 据 断 言 ah， H™ 


re p et p 的 假定 下 ， IE H € Moc(P) — HZ € Ac (P) 


EE as 
~ 一 


mar. 5 yj. BE P(limo = 00) = ] 以 及 

" IF HE KM oc(P) 的 局 部 化 序 3 1 A 4: 
ga. vini FERRER 9) n2 e A(P), 并 且 由 于 (比较 上 述 对 于 Q2), 
的 公式 ), 有 

à (HZ) = He" Zy - Hon (Ze 一 Go I(k 2 Tn))s 
ik (HZ2)?" € MP). 但 由 P g P, 概率 Pllim on = oo) = 1. 因此 , HZ € Moc(P). 

引 理 得 证 . 

3. 性 质 (1), (2) 和 (3) 在 检验 序列 (Hn), (Hn), (Sn) 等 等 关于 某 个 测度 P 的 
问题 上 起 关键 作用 .因为 它 使 得 有 可 能 把 这 种 检验 变 为 建立 序列 (Ha Za), (Hon), 
(Sy Zn) 等 等 关于 原来 的 基底 测度 P BRE. 

在 实质 上 , 我 们 已 经 在 条 件 高 斯 情形 下 证 明 Girsanov 定理 的 离散 类 似 时 用 过 这 
一 点 ,其 中 Hy = heh VR hn = pin + Onen, n < N, 而 测度 Pv 的 构建 是 信 


助 于 密度 
N N 2 
人 d 
1 =| Eu SA 
来 实现 的 , 而 密度 是 根据 (u) 和 (ox) 明确 构造 的 . 


然而 , 在 一 般 情形 下 , 对 应 的 测度 P 的 构建 问题 是 相当 复杂 的 .在 条 件 高 斯 情 
形 下 , 密度 ZN 的 形式 简单 实质 上 是 因为 所 给 定 的 量 Hr. 的 简单 ,其 中 ABS = hn = 


lin + OnEn. 


Girsanov 定理 对 于 离散 时 间 情形 的 推广 
TE 有 各 种 不 同 的 形式 ， 


: Girsanov 定理 的 推广 的 结果 , 把 上 面 所 引入 的 对 于 
条 件 高 斯 情形 的 | i546. 

^ 结果 (83b 中 的 定理 ) 适当 改变 陈述 是 有 益 的 
(5) 


-PA 
Pam Z, Is. > 0). 


于 是 


an = opd ne Š : (às gi (6) 
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_ S apex, 那么 M = (Ma) € Mioc(P) 以 及 不 
并 且 如 果 M, i47 k | 难 指出 


E(a,AM,, | Fn- i} = ~ Hn. (7) 


尤其 是 ， 不 触及 这 里 的 可 积 性 问题 ,我 们 可 把 $3b 中 的 对 于 条 件 高 斯 情形 下 的 
定理 结果 表示 为 下 列 形式 : 

M € MK P) > E(oncn| Fn-1) - 0, n&N, 
<=> E(un + 95£5| 94-1) 2 un, NSN, 
<> E(hn | Fn-1) = Ln, ASN, 
一 > E(j | Fn-1)=0, n« N, 
=> E(AMn + in| Fa-1)=0, n& N, 
4 E(AM, — E(a AM, |Fa-1)| Fa) 0, nSN. 


Hue 由 M e Moc(P) 导出 , 关于 测度 P(do) = Zw(w)P(dw), 序列 M = 
(Ms )ngN; 


Mn = My — 9  E(o&AM, | 4,1) (8) 
kml 
Je Re: 
M € M (P) — M € Moc(P). (9) 


在 刚才 叙述 的 材料 中 , 重要 的 是 要 区 分 出 下 列 状况 ,， 它 联系 着 在 这 里 考察 的 序 
9l H = (Hn), 其 中 AH, = pn + AMn, 其 基本 重点 在 于 五 的 BRP 成 分 . 按 其 实质 
我 们 是 在 “追踪 " 测度 的 绝对 连续 替换 怎样 改变 著 部 分 . 正如 我 们 所 看 到 , 关于 测度 
P 序列 (Mn) 已 经 不 将 是 商 : 它 表示 为 形式 


Mn = EE(akA Mk | Fk-1) + Mw, 
kel 


其 中 M = (My) 是 PBR, 而 A = (An) 是 某 个 “可 料 " 漂移 , 这 里 


ER 
k=1 
人 在 测度 的 绝对 连续 替换 时 出 现 这 一 补充 “漂移 " 项 , 才 有 可 能 在 原来 的 序列 H = 
^J 中 通过 向 满足 电 < p ag px p 的 测度 P 的 转换 来 “减少 " 漂移 成 分 


4 在 上 面 给 出 的 (对 于 条 件 高 斯 情形 的 ) Girsanov 定理 的 离散 版 本 的 陈述 中 的 


着 眼 点 ， 在 于 有 可 能 对 于 不 具体 化 的 局 部 巩 Mn = È arer 陈述 下 列 一 般 结果 . 





r 

K 

m 
' 

D 





套利 理论 . 高 做 时 间 
pa 8500 
j ~ loc F 
Mp 二 0 MEP KP, 其 密度 Zn = hn] 
定理 1 设 序 列 ME M, (P). Mo 
: zj X3 
3 Ze qma 0 EAE! 
并 设 an = Zn-1 ^ s f ; ) 
E(|AMn|Qn | Fa-1) < DO i = 
| 
那么 在 (8) 中 定义 的 过 程 M = (Mi, € Mos (P), FPE JEEP 


wp, 再 次 运用 83a 中 的 “Bayes BA” (4) (正如 在 $3b 中 对 条 件 高 斯 情形 所 
明 的 那样 ) 


E(M, | 95-1) = E(M,05) | 9-1) 
= E(an(Mn — M,-1)|¥n—1) + E(anMn—1|¥n—1) 


E E(a AM; | Fn-1) + Mn-1- (11) 


因此 由 假定 (10), 有 (P-as. 和 P-a.s.) 
É(M,I 51) € E(Jlos A Ma] | Zn-1) + |Mn—1| < 00. 


由 (11) 和 (8) 直接 可 得 , E(M,| | 5.1) < oo 以 及 
E(M, | 2,1) = Mn-1, (12) 


即 M ET SUR, 而 这 就 是 说 (第 二 章 81c), M 也 是 局 部 PBR. 
5. 现在 设 原来 的 序列 H — (Hn) 由 下 列 方式 给 出 : 
Hn = An + Mn, (s) 
其 中 4 = (4njn>l 是 可 料 序列 (4 为 ZF 1 可 测 , n > 1; Fy = (2,0), Ao =9) i 


H M =(Mn)n>1 € "fts (P). 
由 于 对 于 局 部 鞭 E(AM,| I, 1) < oo, 故 


FAI.) S JAAN] +E(|AMa||.¥,_1) < oo, 
而 这 就 是 说 对 于 Hn > 1 下 列表 示 式 成 立 ， 
M. ae 4) 
DEAH |A) + Jan, — E(AH, | Jy a)h , 
我 们 称 它 为 序列 H- l 
9l H (Anno 的 广 A. Doob 分 解 (参见 第 二 章 中 的 81b). 


i 
d —— a 


3， 借 助 绝 对 连续 测度 蔡 换 来 构造 鞭 测 度 ~ 451 - 


正如 在 通常 的 Doob 分 解 中 那样 , 带 有 可 料 (An) 的 形 为 (13) 的 表示 式 是 唯一 
的 , 因而 , 在 (13) 中 


An = 》 E(AH, |.4..1), (15) 
k=] j 


Mn = 3 (AH, — E(AHg | Fu). (16) 
k=1 


前 面 的 定理 1 有 下 列 简单 的 推广 . 


MLK ERR PSP 的 测度 ,序列 H = (Ha) 有 表示 去 


Hn = An + Mn, (17) 
或 者 , 等 价 的 
A, = ) En KE Yam — E(AH, | Fk-1)] (18) 
= = 
(广义 Doob 分 解 ), 其 中 
An = An + Y E(o A M; | 11). (19) 
k=l 
而 序列 M = (Mn), 
M, = Mn — P E(a, AH. | Fri), (20) 
k=l 


是 局 部 P- $ (M € Moc(P)). 
证 明 , 由 定理 1 中 取 A = (MM,)。,xi 为 Mn = Hn — An 而 得 到 . 


6. 在 定理 2 的 条 件 下 假定 M 和 Z 是 (局 部 ) PA BTR. 在 这 一 假定 下 , 定义 
它们 的 可 料 二 次 变 差 (MM Z) = ((M, Z)n)n>0, 其 中 


(M, Z)n = Y^ E(AM AZ | i1), (21) 
k=1 
“在 第 三 章 85b 中 曾经 称 为 M 和 2 之 间 的 “ 角 括 号 ". 我 们 记得 , 还 有 序列 X = 


roi Y = («so 之 间 的 方 括号 , 它 是 指 如 下 定义 的 随机 变量 序列 (X Y] = 
'" In/n20; 


[X, Y], = Y: AX. AK. (22) 


k=1 
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.452: nae a Rk. 
的 情形 下 , 差 [M, Z] 一 (M, Z) 是 局 部 
ey : 局 部 ) F je Pam SRL 7 > p ï [ i 
in 和 io) AQ ERE DE 5o 0 ORG M 
250; 
ith AUM Z)n ELA M, AZn | Fn] = El(an E 1)AM,, Fn 1| 
一 一 一 一 ore Ni 
Zn-1 
= Elan AMn | 5-1 (23) 


semen, tn oett (M) (e (04, M) AE (Mnt) ， 那么 也 有 (M, Z) 
| mh : T 2. 
o. Ba, (23) sb ROO RUE 


AM Zin - s, A(M)n, mn 
Zn-1 
oii A(M,Z)n 
als ~ A(M)nZn-1 
f,Z\n 
如 果 A(M), =0, 则 认为 nr 比如 等 于 1. 


这 样 一 来 , (19) 可 记 为 下 列 形 式 : 
An = Án- $ anA(M)«. (25) 
k=1 


由 此 可 作出 关于 原来 序列 H 的 (对 测度 P 的 ) 结构 的 有 意思 的 结论 : 如 果 关 于 测度 
PS P 这 个 序列 变 为 局 部 著 (A=0), 那么 必定 有 


Hn = DA) +M,,  nz1 (26) 
k=1 
或 者 , 用 增 量 的 术语 来 说 
AH, = a,A(M), +A Mn, n>. (27) 
Sema 我 们 所 有 的 讨论 都 是 从 具有 没有 具体 化 的 测度 出 发 的 ,其 
FHM a = (an) 的 结构 由 下 列 Radon-Nikodym 导数 来 定义 : 
dj. 2 
P, llo n>1 (a) 
k=} 
由 (23) 和 (24) 可 见 ， 
nA(M), = E((1 — o, JAM (9) 
n |], 
由 此 可 观察 到 , 把 这 个 关系 
说 不 只 一 的 ) 解 。 IT (FTW) a, 的 方程, 它 有 下 列 一般 | 
qu 
0, =1—a,A (30) 
mAM,. ji 
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自然 , 对 于 我 们 的 目标 来 说 ， 适用 的 仅仅 是 那些 满足 Plan > 0) = 1 (n> 1) 的 解 .如 
果 是 这 样 ， 那么 就 有 


dn IIa ~ axkAMy) = Ef- 3 a. AM, i (31) 
dP n k=l ke : 
gp £ = (E(R)n) 是 随机 指数 (参见 第 二 章 §1): 
E(R)n = g^ [fe T AR, )e AR, = IIa 4 A Rg). (32) 
kin ken 


i P 是 概率 测度 , 对 于 它 来 说 , 其 局 限 P。= PLA, EAR (31) Xy ox 
于 这 个 测度 , 原来 的 序列 H = (Hu) 满足 关系 式 (27), IPH AA, 因为 AX, = 
a, A(M)s + Elan AMn | 451) =0,n 2 1 UA Ay — 0. 

正如 上 面 所 注意 到 , 这 一 概率 测度 E PR (Le P) 测度 , 一 般 来 说 , 它 不 


具有 某 种 “最 小 " 性 质 , i fg EE Ro Bem EOS ER, [429]. (也 参见 第 六 章 83d 第 
6 点 .) 


83e. WEBBEULAUE RE RÁAMZE. 在 绝对 连续 测度 替换 下 的 补偿 量变 换 . 
“随机 积分 ”? (D 


1. 设 了 H = (Hi)nyz1 是 给 定 在 渗透 概率 空间 (N, F, (Fa)nz0,P) 上 的 随机 变量 
Hn = Ha(w) 的 随机 序列 . 我 们 将 假定 Ho =0 和 F = (2,0). 

序列 H 的 概率 分 布 记 为 Law(H), 它 可 用 两 种 方法 来 描述 :或 者 是 用 量 H, 
Hay Hy, 的 无 条 件 分 布 : 


Law(Dn ,万 2 , Ha), n 21, (1) 


ML TANE Lew(AH,, AH, ,AHn), n > 1) 或 者 是 用 量 AH, 的 (正则) e 


P(AH, € - |.8,.1), n 2 1. (2) 


* 在 一 定 的 含义 下 , 第 二 种 方法 更 有 优势 , 因为 有 了 条 件 分 布 , 当然 就 可 求 得 无 条 

分 布 . 同时 , 条件 分 布 更 为 直观 地 指出 量 A 到 ,与 “过 去 " 的 依赖 关系 . 

ER) (关于 Fn. 的 ) 条 件 分 布 的 值 给 出 在 知晓 所 有 过 去 信息 时 的 AH。 的 分 

天 下 式 ， 而 无 条 件 分 布 (1) 可 能 重 构 的 仅仅 是 条 件 概率 PAS € ` |F) 其 中 
n=] =g(w:; B. se disc) 并 且 FH, C Xa (包含 可 能 是 严格 的 ). 


= i s 
PUOLES S3 9. 77 ERCA, 以 强调 这 不 是 通常 意义 下 的 随机 积分 一 T 


` 
— 


i 


理论 . 离散 时 间 
机 金融 模型 中 的 于 和 和 UU 0 
2. iz > y v a ~ 
X = (Xn, Fa)n>0 (3) 


ex JO FF m0 P) 上 的 4 维 随机 序列 ， 我 们 将 
是 其 个 给 定 在 渗透 概率 空间 (0,5. (Fo)nr0 门将 认为 


5 po TT TTL 度 序列 请 = (hn(.))n>t HER: 
lin ( A; w) = IA(A Xn(o)), AE B(R*), 


即 1, 当 AXn(w) EA, 


anand a M AX,(w) £ A. 
同时 ， 设 v= (Yn(-))n>1 是 由 量 AXn 关于 ni 的 正则 条 件 分 布 Vn() 所 组 成 的 序 
列 : 即 对 于 Ac 多 (Rs) Flo e N ME 义 的 函数 ws (A; o) 满足 

1) miu) 对 于 每 个 we 是 (R4, B(R*)) 上 的 概率 分 布 ; 

2) wn(A;w) 对 于 每 个 4E BRIER w 的 函数 是 条 件 概率 P(AXn € A| S5 -1)(u) 


的 版 本 之 一 : 
whiw) = PLAX, € A| Fn-1)w) (P-a.s.). 


[这样 的 条 件 概率 文本 的 存在 性 证 明 参见 例如 , [439; 第 EI BE, $7].) 
对 于 正则 条 件 概 率 来 说 , 条 件数 学 期 望 EL (X0) | 多,_1]{w) 对 非 负 或 有 界 函 数 
f 可 以 关于 正则 条 件 分 布 vml) 对 每 个 w 可 积 : 


E[f(AXn) | Fn—1](w) = [ i)w(dro) (P-a.s.). 
尤其 是 , 在 我 们 所 考察 的 情形 下 ， 
Un(A;:) = Efan (A; w) | £s] (-), 
因而 , 对 于 每 个 A € BR), 序列 
(un (A) — v (A))n>1 


Pres 和 流 (Fn) 的 鞭 差 , 其 中 j, (4) = n(A; w), v. (A) = va (Aw). 


H(0,n] (A; w) = Dima w), V(0.n] (A; w) = a Vk (A; w), 


那么 显然 , 对 每 个 Ae BRI), 序列 


(Ato, (A; w) — V(o.m]CA; w))n21 





3， 借 助 绝对 连续 测度 蔡 换 来 构造 鞭 测 度 
"Tk d= —— — MERE MEME m o ia = 


将 是 装 . 这 -性 质 说 明 , 为 什么 (随机 ) 测度 vont) 称 为 (随机 ) 测度 uou) 的 入 
偿 量 , 而 序 列 





p m y = Uto ai j 一 Uto. m | In < 


称 为 随机 粹 测度 . 
注意 到 以 下 这 点 是 有 益 的 : 对 于 测度 二 («oi AINME 


表 示 式 


n In 1. 


B—vc-ip—rv) 
可 看 作 到 对 可 料 成 分 和 邯 成 分 的 Doob 分 解 (第 二 章 $lb) 
i. 对 序列 X Xn Stanno uz n] RE 5$ SS (LER PLI sx MERE u* = (Hnit) az 
其 中 BO nj (Ai) = Py uy (A;w), 而 


up (A : w) = 1(AX,(w) € A, AX, (w) #0) 


很 明显 , 如 果 A c A(R X {0}), 那么 ps (Aio) = už (Au). 
这 些 测度 在 值 上 的 全 部 差别 仅仅 在 于 “无 跳跃 " 事件, 即 事件 (o: AX, (w) = 0), 
而 在 P{w: AX,(w) = 0) = 0 的 情形 下 , 测度 p 和 jc 之 间 实 质 上 没有 区 别 
我 们 察觉 , 在 连续 时 间 情 形 下 , 通过 引入 整 值 随机 测度 来 描述 随机 过 程 的 跳跃 
成 分 性 质 , 起 基本 作用 的 正 是 随机 测度 ix ,而 不 是 测度 us (也 参见 第 七 章 中 的 $38, 
以 及 更 详细 的 [250; 第 II 章 , L.16].) 


3. 在 这 点 上 , 将 通过 引入 随机 测度 pv 和 jy 一 v 来 考察 随机 积分 
Ww * jt, w*y, w + (p — v). 


Kw = (wk(w,z))kz1 是 更 @ 允 (Rd)- 可 测 函数 . 我 们 以 wep 来 表示 (WHT o 
的 ) Stieltjes 积分 和 的 序列 : 


(w * u)s(w) = wy (w, x) (dr; w). 
w » n k k 
由 对 所 考察 的 整 值 随机 测度 wx 的 只 取 两 个 值 0 和 1 的 规定 ， 


a wx (w, T)ar (da; w) = welw; AX p(w). 


因此 , KERE, 


(w * u)s(w) = /* wy (w; A Xx(w)). 


k=l 


j po | = d 


ib. 离散 时 间 
noma tide iae. 离 

aie MUSUC O^ ——— — 

y Al p- v 通过 Stieltjes 积分 来 定义 随机 积分 ，， 


分 的 存在 ， 需要 对 函数 we(w, m) 加 上 可 积 性 要 求 


用 类 似 的 方式 根据 测度 本 
w*(p- v). 这 时 ， 为 使 对 应 积 


jwp (w, T)|ve (d; w) < oo 
R4 


对 于 所 有 (或 者 几乎 所 有 ) w € Q 和 上 > 1 成 立 . 


不 难看 出 , 于 是 有 
u*(p-v) s wee wv. 


(我 们 提请 读者 注意 ， 不 要 把 这 一 性 质 自动 转移 到 一 般 整 值 随机 测度 上 ， 例如 转移 到 

连续 时 间 过 程 的 跳跃 测度 上 ; 可 能 遇 到 这 样 的 情形 : 积分 w * (u — v) 有 定义 同时 

wep Awry 等 于 无 限 大 , AN, 它们 的 差 没 有 意义 ; 详情 参见 [250; 第 or 章 ] ) 
如 果 补 充 假定 函数 wk(w,z) 对 每 个 ze R 为 Fr TT, 那么 (wa v), 将 可 


料 , BI ,1- 可 测 
如 果 同 时 对 每 个 上 > 1 有 
E i dr; ' 
] itin (inia) < oc a 
那么 不 难看 出 , 序列 ws (u-v) = (w*(u— v)s)ns1 ÉRA. 
把 条 件 (4) SHAE 
E | Dues nz). (drw) <o0, ^ k»1, nèl (4) 


其 中 (rn) 为 某 个 Markov 时 刻 局 部 化 序列 jl 
v» (uv) RARR, (m € rui, a 1 00), 我 们 得 到 FF 


4 我 们 转向 序列 H = (1), 的 Doob 
STOUR Raia OE ella 


其 中 H, = A, + M,, (5) | 
fa = YT Ehl Fs), o 
以 及 ksn | 
" M, = 2th pas E(h;, |Fk-1)]. (1) 
BFESIAHRENE 。 
可 记 为 下 列 形式 ， E u= n) 及 其 补偿 量 jw (dona; fit An 和 Mn 
A, = D [ onu), (8) 


NN. A. — 


x (13). 
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p SSS —— ae ee 
M,, = 2 f r(uk(dr;w) 一 vk (dz; w)), (9) 
为 紧凑 起 见 , (8) 和 (9) 的 右 端 相应 地 记 为 (参见 [250; 第 TI Hey) 
(r*v), (10) 
8 
(£ (p — v))s. (11) 
这 样 一 来 ， 
Hn = (z*v), + (r*(p — v))s, (12) 
或 者 以 无 坐标 记号 记 为 
H-rz*vc^rs(p-—v). (13) 
当然 , 在 所 考察 的 情形 下 , H = z * pu. 这 样 , (13) 无 非 就 是 等 式 


T*u-irtvH4rt(u— v) 


如 同 Doob 分 解 那样 , 它 在 Elh,| < oo (n > 1) 的 假定 下 相当 明显 
取代 条 件 “Elha| < oo, n > 1", 现在 假定 , (P-a.s.) 


E(|hn||Fn-1)< 00, nL (14) 


在 这 一 条 件 下 , 显然 , (用 公式 (6) 和 (7)) 可 定义 序列 A = (An) 和 M = (Mn), ŻE 
M ERR, 因为 EJAM! | Fn) < 00, 并 且 E(AM, | Fa) = 0. 
Meca 可 以 断定 , 在 条 件 (14) 满足 的 假定 下 , 序列 H = (Ha) 的 下 列 广义 Doob 
7 C SL: 

H — A4- M, (15) 


IEP A= (An) 和 M = (Mn) 在 (6) 和 (7) 中 定义 
m A 是 可 料 序列 , 而 M 是 局 部 黄 . 运用 测度 u 和 v, 表示 式 (15) 可 记 为 形 


, 二， 我 们 记得 (参见 第 二 章 中 的 1b), 在 公式 (6) 和 (7) P, EC 上 起) 是 
和 数学 期 望 , 它 在 集合 (o: E(hu | 1) < co} EEX Elh | Fur) - 
"in p ERR (a: E (in| Fn-1) = oo} 上 取 任 意 值 (比如 , 等于零 ) 
下 列 方 (4) 可 能 不 满足 的 一 般 情 形 下 , 为 得 到 表示 式 (15) 或 (13) 的 类 似 , 可 用 
和 米 达 到 (正如 在 第 二 章 gr 中 已 经 解释 的 那样) 
下 列 “本 YL) 是 有 界 的 “截断 " 画 数 , 即 在 零 的 邻 域 等 于 c. 且 有 紧 支 集 的 函数 
稚 截 断 函 数 " 可 作为 典型 例子 


plz) = zI (z| € 1). (16) 


总 模 型 中 的 套利 理论 . EEME 


458 wae = = 
于 是 
Hy = -hs =$ pl) + Do z ah 
kel k=! 
s S^ Ely (ie) | Fe] 
+ Slab) — E(y(he) | | Fr—1)] KY. 9 — p(hx)) 
x ofzjukfdz) 十 plzj(Ak(dz) — vk(dz)) 
£j (T)Vk M 
Ly | (z — y(z))ue (dz). (17 
运用 与 (12) 和 (13) 中 一 样 的 记号 ， 我 们 得 到 下 列表 示 式 .: 
Hy, = (v(x) *v)n + (plz) « (p — rv) + ((z — p(T)) * Hn, (18) 
或 者 以 无 坐标 形式 表示 为 
H=p#v+p*(p—v)+ (I p) * p. (19) 
定义 . HARK (18) 和 (19) 称 为 序列 H = (Hn)nzo 的 典范 表示 , 其 中 Ho - 0, 
断 函 数 p= yp(z) 


有 益 的 是 把 这 个 定义 与 连续 时 间 情 形 下 的 半 著 典范 表示 的 定义 相 比 较 , 后 者 在 
第 一 章 Ve. VF [250] 以 及 后 面 第 六 章 83a 中 给 出 


5. EH = (Hy)n>1 有 广义 Doob 分 解 
Hy = An 中 Mn, 


并 且 满 足 83d - za 
Mia, NO! 于 是 由 这 里 的 834 中 的 定理 2, 下 列 关于 测度 <P 


=|A, + 2 EAM, | ^) 


dc CE | 
三 如 十 (20) 


as fi Mh BIHE E IE FH HE 459 


—————————— S 
—_—— a 


ee 


我 们 记 H 关于 测度 P 和 P 的 典范 表示 分 别 为 : 


H=pevtpe(p-v)t+(x—y)*p (关于 测度 P) (21) 


和 
Ho2p*Vtps*(u—Vv)ct(z-q)*n (关于 测度 P), (22) 


其 中 为 序列 H BOBAEINUR. 

在 随机 分 析 的 许多 基于 典范 表示 (21) 和 (22) 的 问题 中 , 重要 的 是 要 知道 怎样 
gig v 和 密度 过 程 Z = (Zn) 的 特征 来 换算 补偿 量 v. 特别 是 , 今 人 感 兴趣 的 
是 下 列 问 题 : 怎样 通过 测度 替换 来 变换 “漂移 ”项 px*y 和 p«r. 


- loc 


我 们 来 详细 讨论 这 点 ; 假定 P « P, 并 记 


Vn (5«) = P(hn € - | An-1)(w) 


Vau) = P(ha € - |, 1)(u) 


为 对 应 的 条 件 概率 的 正则 版 本 . 
对 83a PAY “Bayes AR” (4) HR Y = IA(h,), A E€ A(R \ {0}), m 9n - 1, 在 这 
里 就 有 下 列 形 式 : 


ÉL] Fn—1) = E (Talha) | s a Jr (23) 





它 作出 了 一 个 十 分 合理 的 假设 : 对 于 每 个 we N, 条 件 分 布 Ty (iw) X T v(su) 绝对 
连续 , BD, 存在 这 样 的 (对 每 个 w eN) B(R V {0})- 可 测 函 数 Yn = Ys (zo), 使 得 


nA) = f Yn (2, w) im (dz; w). (24) 
A 
如 果 这 个 等 式 确实 成 立 ， 那么 


di», (: ;u) (25) 
dv. n P PPR vn adm ESS Ya(z, w), 


on Ys (2, w) 起 着 一 个 测度 (更 确切 地 说 , 一 个 正则 条 件 分 布 ) 0E — PE 


我 们 引入 公式 (24) 成 立 的 证 明 (假定 P E P), 同时 还 给 出 密度 Ya = Yun 
(n 2 1) fj «gos. 


Bue MM B- 
amon HERI. 按照 它 的 定义 ,对 于 任何 Beg 


Bd PI Fut) (de 
人 ER 元 a) (w)(P| ! ) 
B 


Zn(w) 
ki. |, Ey (a) | S. 1) (du) 


RIER (2 





a7 | Fall), (dio) | (P| Fa-1)(d) 
B 


A Zn-1(w 


Sol) (te (o) 
=f Dilan toa 


— 


记 M, (dz, dw) = p (dr; (P1 Fn—1)(dw) 是 A(R \ {0}) & Fn: 上 的 «gig 
度 " 并 设 Em, (| BR \ {0}) 8 免 -1) 为 (关于 BR \ {0}) @ Fn 的 ) IFAN 
M, = M (dz, do) 的 条 件 “数学 期 望 ", 它 通常 (参见 例如 ，[439; 第 TI Be, 87]) ies 
于 Radon-Nikodym 定理 来 定义 ， 

于 是 由 (26), 根据 Fubini 定理 ， 


Zn 
H E (Talin) 


i, aui ONNA 
=j zs Ma(dr; du) 


) 
| 
BxA 


$a) (u)(P | (di) 











1 
Zn 
Zn-1 
Z 
— E n 
I, l ^ ze. 


=| | Em (F* |a  (0))e s, . 
BA "Vg n 一 1 m] (P | 4 n-1)(d2). 
由 Be 的 任意 性 ， 由 此 求 得 (P-a.s.) 





AR (0) e Fai) (2, o) Ma (das; dw) 





9 \ {0}) © a1) espe (dria) (P | Fn-1)(dw) 





Zn 
E (n) - f.) ©)= | Y. (yw (dai), : 
这 里 í 
Yn iW) = Zn 
Tw) = Ey. (2 Z(R (0)) & F a) (x, w). i 


把 E(7 

ie a ar erm 的 (23) 45 (27), (28) 相 比 较 ， suf 
由 这 个 公 » 以 至 公式 (25) 成 立 . 
iE nO h Hn o» 中 的 sen 
KR (至少 在 (lp(zJy -ly v)a < 00 (02) 


p- y) 
PTUS P*V + OLY — 1) y, ( 
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(B, 9)- 市 场 上 无 套利 机 会 的 可 料 判别 准则 
y. 根据 金融 资产 定价 理论 的 基本 定理 ($2b), 在 由 银行 账户 B= (B) ing ge 
资产 5 二 (51,… 94) (S° = (Sh), 0 < n € N) 所 组 成 的 (B,5)- 市 场 上 , 无 套利 机 全 
的 充 要 条 件 为 在 原来 的 渗透 概率 空间 (N, F, (Faoss P)O 上 可 求 得 等 价 于 测度 
p 的 概率 (9) 测度 P, 使 得 关于 该 测度 , 规范 价格 的 z- 维 序列 


S (2) 
B B, Os<ncNn 
EPM 


REIRE A REBRE P ~ P 的 类 多 (P) 很 感 兴趣 , 因为 , 正如 我 们 已 
经 在 gc 中 所 看 到 , 在 求 出 上 价格 和 下 价格 时 涉及 关于 测度 P < PP) 的 类 求 sp 
和 inf. 

在 寻求 这 样 的 测度 时 , 目 然 要 从 更 为 一 般 的 关于 靳 测度 P 的 构造 问题 开始 : 其 
中 巨 关于 测度 P 为 局 部 绝对 连续 , 随后 再 来 揭示 , 所 构造 的 测度 是 否 满足 P ~ 记 


2. 在 上 节 所 叙述 的 材料 中 , 已 经 给 出 为 考察 这 个 测度 e P 的 构造 所 必须 的 
< 测度 绝对 连续 替换 ”理论 方面 的 知识 . 
我 们 从 421, Ba =1 以 及 S = (Sa) 为 唯 -- 的 “风险 ” 资产 的 情形 出 发 


Sa = Spe”. (1) 


假定 渗透 概率 空间 (0, F, (Fa), P) A, ELE Hn 为 多 ,- 可 测 . 正如 前 面 那样, 我 们 
将 记 hn = An, Ho = 0. 以 后 处 处 假定 Fo = (2,0). 
运用 §3c 的 记号 和 结果 , S Ay = 0 和 





一 -一 


g3f. 


B.-y (e^ 1, no, (2) 
k=1 
&(H), = Ila +AH,), nz1. (3) 
k=l 
我 们 察觉， 
A&(H), = &(H), AH, (4) 


在 构造 使 得 S = (Sn) aiii PS P 时 ， 可 直接 运用 上 面 叙述 过 的 模 

A: 写 出 S = (Sn) 的 ($3e 中 的 (13) 类 型 的 ) 典范 表示 , 然后 求 出 测度 P « P, 使 得 

对 于 该 测度 来 说 漂移 项 “消失”. 当然 , 这 样 做 是 可 能 达到 的 , 但 我 们 要 补充 假定 价 

ee 使 得 有 可 能 用 它们 的 对 数 ( 即 用 A = (五 ,)) 来 进行 讨论 ; 正如 统计 分 析 所 
出 的 , 比 起 价格 S = (Sn) 本 身 来 , 后 者 更 容易 构建 


® 
TRNAS CEE EROR (O, F, (Fu ay w P). — 


i 
3 
< 
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P 是 某 个 满足 P 之 P 的 测度 


dPs 其 中 P. = P| Fa, Pa 一 P| Fn. 我 们 以 后 总 假定 Po = Po. 从 而 


TA = njn 
根据 §3d 中 的 引 理 : 
PE PSP, 那么 
xe M(P) e» XZE-M(P), (5) 
以 及 
如 果 P A P, 那么 
X € Moc(P) € XZ € Moc(P). (6) 


BEX € .Ww.(P)， 根 据 第 二 章 Slc 中 的 定理 , 序列 X 是 黑 变 换 ， 而 这 就 是 
说 AX, = onAM 其 中 a, 为 多 -1 可 测 , 而 M 为 某 个 蔷 (关于 测度 P). AT, 
AE(X\n = 6(X)n_1AXn = an6{X)a_1AMn. 由 此 得 到 , E(X) 也 是 款 变 换 , AN, 
再 由 第 二 章 gc 中 的 定理 , E(X) e Moc(P). 这 样 一 来 ， 


X € A (P) => E(X) € Moc(P). (7) 
如 果 假 定 E(X) ¢ 0, 那么 考察 
AX, = A&(X)n/E(X)n—1, 
我 们 就 用 类 似 的 方式 求 得 
E(X) € Moc(P) => X € Migc(P). 
这 样 一 来, 考虑 到 (6), 我 们 得 到 下 列 引 理 成 立 . 
5128 1. RPP AR G(x) 49 (P-a.s.). 那么 
700 € oF) => X € (B as XZ € Aoc (P). 


z - M = c 
AP). 因此 , 考虑 到 (5). TAS ose TIERE AP su PRA "€ 


引 理 2. ip 2 
iP «P 以 及 4(X) >0 (P-a.s.). 那么 


e(x P 
s (X) € Moc(P) e. E(X) e MẸ) 一 > e(X)Z EMP). 
们 察觉, 由 (3), 下 列 芍 涵 关系 成 立 ( 按 坐 标 来 理解 ) 


ET Al O0 y 0, 


3. ADK) ee Is py 
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Sener 
re 


AX 2 -1 € &(X) 20 


AX > —1 € &(X)>0. 


把 引 理 1 和 2 的 断言 应 用 于 X = A 的 情形 , 其 中 A 由 公式 
义 , 那么 就 有 下 列 结果 . ) 按照 H 来 定 


引 理 3. 设 S = (Sn)n>o, 其 中 


= Ha Pr 
S5 d Soe , Ho = 0, (8) 


AH, = «4% — 1, Hy = 0. 


那么 
Sh = Sof (Bn, (9) 
并 且 
wR PSP, MK 
S € M(P) «e e(H)Z e MP); (10) 
joX Put P 那么 
S € Mioc(P) & HZ € Moc(P). (11) 


3. 这 些 蕴涵 关 系 指出 了 可 求 出 使 得 5 e (P) 的 测度 P 的 途径 

关于 测度 P 序列 Z = (Zn) 是 P-BR. 根据 (10) 和 (11), 需要 描述 这 样 的 非 负 p.& 
Z, CWE EZ, = 1, 并 具有 下 列 性 质 : 如 果 所 求 的 测度 P< P, 那么 &( 届 2 e (P). 
以 及 如 果 所 求 的 测度 PISS P 那么 HZ € Mocl(P). 

在 条 件 高 斯 情形 下 , 对 应 的 著 Z = (Zn) 的 类 由 下 列 形式 的 鞭 所 组 成 : 


E 12 
an =e [Y ha - $328] (12) 


(其 中 b, 为 s, RTI, 参见 例如 , 3b 中 的 (7), 它们 满足 差分 方 各 


13 
AZ, = Zn-1 ANa ( | 


其 中 A 
AN, = erita — 1, ( 


CAVE RR v pea. 


E(JANn||Fa-1)< 00,  E(ANn | Fn-1) = 9 





nae esa 0 0o | 


a 


Jg Z= (Za) 的 自然 途径 可 如 下 构成 
y w^ 的 密度 Z= (Za), Bi, 认为 


gue pus 
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因此 ,在 一 般 情形 下 

我 们 将 寻求 感 兴趣 的 满 丘 (18 
Za = EN)n, 

E Mo =0, ANn 2 -1 和 ES(N), = 1. 然后 


Zo - l, (15) 


PN gernaak, BR + 

I RS e 

关于 用 这 样 的 方式 得 到 的 有 点 广 的 测度 P<P 2 好 小 征 一 个 简单 问 
题 首先 涉及 的 不 简单 问题 是 : 旦 否 可 能 根据 “有 限 维 ”分 布 (Pu) 的 构成 族 来 定义 
测度 P. HB P| F, = Pn nèl. (对 应 的 反例 参见 例如 ， [439; 第 II 章 83].) 其 次 - 
个 在 原理 上 不 简单 的 问题 是 : 怎样 构建 在 (Q, F. (Zn)n>1,P) EROS SERA. (3 
于 这 方面 参见 [250; 第 DI 章 | p 

下 面 我 们 将 沿 着 这 一 途径 来 讨论 ; 尽管 这 样 做 并 不 能 对 所 有 测度 B P ag Pe 
p 的 结构 问题 给 出 彻底 的 回答 , 至 少 也 能 在 技巧 方面 足够 简单 地 导出 这 类 测度 的 一 
个 广 类 . 首先 我 们 作出 下 列 注 记 . 

由 上 节 的 结果 很 明显 , 对 于 给 定 的 测度 P, 所 有 具有 性 质 P 55 P HRR P, 从 它 
们 的 “有 限 维 " 分 布 {P。} 的 视角 来 看 , 由 其 密度 序列 Z = (Za) 来 描述 密度 . 由 假定 
P'S p 导出 P(Z > 0) =1, 而 这 就 是 说 , 根据 Z = (Zn) 可 定义 新 的 序列 N = (N;) 


HH? No =0, 以 及 
AZ, 


Zai. 
显然 ,N € .ioc(P)， 这 时 在 Z UN 之 间 存 在 互 为 单 值 的 对 应 Z。 = E(N). 
因此 , 在 构建 有 性 质 P P 的 测度 P Rf, 可 运作 的 不 是 密度 Z = (Z), 其 中 
Z, = 全 ,而 是 对 应 的 
p. T 点 的 序列 N = (Nn), 它 必 须 满足 性 质 AN, > —1, 以 保证 Za >0 
-&.8.),n 2 l. 
“这样 , 我 们 将 假定 ,Su > 0, &. is 
AH, >=}; 


又 设 Z= (Z4), Zn =g 
我 们 将 假定 Ww 其 中 AN, > —1, 而 这 就 是 说 ，Z。> 0 (P-a.s.). 
P 


存在 测度 p Aq 
pup MEP, RASAR Pa = PIF, 满足 .p nib 
于 是 由 (10)， 





AN, = (16) 


So6(H)n,n > 1; XXIM, S, > 0, 它 等 价 于 


8 € (P) < e(H)e 
(N) € .«(P). (17) 
TERRE (参见 例如 [402]): 


elh ^ 
其 中 (H)&(N) =@(H+N4 (H, NÌ), (18) 


4. 下 列 Yor 公式 可 


* 
Mem cA s ————À —À — 9 — - 


3， 借 助 绝对 连续 测度 苦 换 来 构造 鞠 测 度 


— -一 一 - - 465 - 


由 假定 EUH) »0, E(N) > 0 (17) 导出 
Se MP) e (H+ N+ 五, NT) € JAY (P) 
=> H+N+(H, N| € A. (P). 
因此 , 如 果 N € Moc(P), AN > —1, Zn = E(N ja 和 dP, = Z,dP, 那么 
S c M(P) 4 H (E, N] c .«(P). 
由 于 ACA + (H,N]) = AHQ + AN), SERRE A+ URN] e n P) 等 价 于 序列 


AA(1 AN) = (AH. + ANS) 为 局 部 PRE, 或 者 等 价 于 (第 二 章 Sle 中 的 引 
理 ) 这 一 序列 形成 广义 P-ERGE, 即 对 于 任何 n > 1, 有 


E[IA B, (1 + ANS)! | Fai] < oo (19) 


E[AE, + AN,) | Fai] = 0. (20) 


注意 , 条 件 (19) 和 (20) 是 通过 引 人 条 件数 学 期 望 E(: 12, 0) 来 定义 的 , 并 有 是 在 
这 一 含义 下 , 它们 用 “可 料 的 ”术语 来 表达 . 

条 件 (19) 和 (20) 可 用 不 同 的 形式 来 给 出 . 例如 , 考虑 AZ, = 2Z,_1AN,, AN, > 
-1 和 AH, = ee — 1, 我 们 求 得 , (20) 等 价 于 对 Z 的 下 列 条 件 : 


Z 
E Je Hn 7. 
[^^ 


n-—1l 


= 
Pn | =]. (21) 





我 们 察觉 , 这 个 条 件 当 然 也 可 直接 得 到 , 因为 根据 “Bayes 公式 ” (53a 中 的 (4) 或 者 
§3d 中 的 (1)), Æ P P 的 假定 下 . 





Elen | gy = E [ene 7 Fa (P-a.s.), (22) 
n-1 





而 这 就 是 说 ， (20) 等 价 于 E(S, |.£, 1) = Spy (P-as. 和 Fas). 类 似 地 可 证 明 , (19) 
S E(S,|.2, 1) < oo. 由 Sn (n > 1) 的 非 负 性 , 由 此 得 到 , 条 件 (19) 和 (20) A% 
关于 根据 序列 N = (Nn) 构建 的 测度 P, 序列 S= (Sn) XX. 

上 面 应 用 的 方法 可 容易 地 推广 到 S = (31,… , 5“) 的 高 维 情形 ; 并 且 我 们 对 关 
于 有 某 个 测度 P'S p. 

S e AÊ) 

B 
的 问题 感 兴趣 


我 们 现在 就 来 讨论 这 一 问题 


5. 作为 价格 规范 因子 的 银行 账户 B = (Bn) 的 选取 要 便于 使 得 量 By 为 i 
出, 而 这 点 正如 上 面 已 经 注意 到 , 有 一 定 的 技巧 上 的 简化 . 然而 , 一 般 来 说 , 并 没有 


"a" TE 


smi. MRA 

yos manet ~ 
: 466 > 
— ais 这 些 资产 完全 没有 必要 

gp BHAE, 这 要 是 银 
a 他 资产 来 扮演 银行 

任何 理由 不 取 任 何其 
(iuo. 


在 这 一 联系 中 ， 先 考察 下 列 局 面 
L= 

ummy s = (St) AS = 
名 E gieP^, 


(Si). 假定 
10,1, 
并 设 AZn = Za 15 Ns Affi = eh» - 1, Hi - 0. 
我 们 考察 关系 式 F s 
A (3 Sg 


1 ~ 
其 中 认为 si 和 so 为 常数 , 并 且 我 们 将 对 什么 时 候 2 € M(P) 的 问题 感 兴趣 . (为 
TAPIA P| Fa = ,的 测度 的 存在 问题 , TUAN n <N M F = By, 


这 里 ,如 下 构建 : Pa (dw) = Zn(w)Pn(dw).) 
显然 , (以 无 坐标 记 法 ) 


s’ Sò 721 1/0 
而 2= gil 6 )- £71 (H9) . &(N). 


容易 直接 验证 
e°) = 6(-H"), 
其 中 
fis = 9 yo (AHR? ( “af 


g?! 
因此 , 57 是 三 个 随机 指数 的 乘积 


s - 59 H 
a = 040° (1) e(- B»). e(w), 
由 此 借助 于 or 公式 (18) BURA 
&(H') ‘6(—H") -8(N) 


c 
一 


ind 1+ AH? 


i — jo T: PEN S 
á L+ AED € Mioc(P), 








Pf H AIAR 
| HN. i» (AHP — AHU(AR? — AN.) 


(27) 


3、 借 助 绝对 连续 测度 蔡 换 来 构造 凌 测 度 
EN heures menie uum 0 


一 一 一 -一 


— 


或 者 等 价 地 有 
(AH) — AÑO + AN.) 
‘ TEV. ee Aoc (P). (29) 


由 于 在 d 种 资产 5S!1,… , 5" 的 情形 下 规范 价格 向 量 
S s! st 
be ( Bo. n 
& birt fa A E ORS Ze, 故 由 (29) 我 们 得 到 下 列 一 般 结果 
定理 1， 设 在 具有 F = Fy 的 (0,2,(2,),-v,P) 上 给 定 由 上 工种 资产 
(89,91,... 94), 其 表示 式 为 
Si =S", m=0, i—-l,-,d, 1€n«N, 
或 者 等 价 地 有 
AS, = S, ABS, (30) 
其 中 
AHi-.5H5.—1, 所 =0. (31) 
假定 对 于 所 有 i 二 0,1,…. ,n, 常数 Si » 0. 
Rik Z —(Z&)ognew 为 随机 变量 序列 ,满足 
AZn = Zn-14AN,, Zo = l, (32) 
其 中 AN, > -1. 
为 使 关于 满足 
Po (du) = Zw (w)P(du) (33) 
T S 
Supe Py, 6 而 是 由 维 鞭 的 充 要 条 件 为 : ATAA Lud fel« ne N 
-B.8.) 
3 | (AB; - ARDU + 2 |. om (34) 
1+ AH? 
: A a (35) 
1+ AH? 


如 Es 论 . 假定 , 资产 SO = (S0) 是 在 下 列 含 义 下 “无 风险 ": SCH aT. (9 

"kk B 为 有 常 利率 的 银行 账户 (ABO = r)) 那么 , 由 于 HO 为 Fai TA, R 
(34) 和 (35) 能 以 下 列 形式 给 出 : et i= 1,---,d,1<n<N, 

(36) 

(37) 


E[IA EE + ANa)||.Fn—1) < oo, 
E[A B; (1+ ANS) | 5-1] = Afo: 





-— 大 机 金融 村 型 中 的 大 利 理论 RENT ———— 3， 借 助 绝对 连续 测度 管 换 来 构造 灶 测 度 
第 oo —— ——: ——— 
AN i | RK 
us DE x Af <0 PTET ai vili 我 们 将 认为 0 — R, p1(7) = m A = 2(z), HAP = F(z) AO 上 的 概率 分 布 于 是 
TUR Oa IUE 
E 二 六 Na 名- < 99 (38) ial ” A 
Ej A Hs * |-0 : e* Zy(x)dF(z) = e". an 
AREO + ANO) Pii 77^ 39) ," 


这 样 一 来 , 很 明显 , 求 出 所 有 等 价 (在 由 它们 生成 的 测度 等 价 的 含义 下 ) pp 
F(a) 的 分 布 F = F(z), 相当 于 描述 满足 条 件 


， i - (19), (20). 
ctetu bn ¢ HL enh | 








如果 此 外 还 有 AN, GilzjdPlz)= 1 | 
Ella s] | Fai} < oo (4) ix pobre (48) 
EA | Fn- = 0. (41) 的 方程 (47) 的 所 有 正解 Z1 = Zi (x). 如 果 , 例如 , F~ N (m,o?), 其 中 四 >0 那么 
45) 和 (46) 取 下 列 形式 : 
并 且 (41) 等 价 于 条 件 (比较 83c 中 的 (11》) di " 本 
Ej, Fs [J.- 1| 三 l, | e^ Zi (z) m o? (z)dz " e, li Zi(r)g5 s (zjdr =], (49) 
它 是 使 S e MP) HERR. 其 中 wmoa(z) = -e Ge? 为 正 态 分 布 的 密度 . 
a. 我 们 考察 其 些 例子 来 解释 所 得 到 的 判别 准则 . 为 此 我 们 先 注意 下 列 情况 由 (49) RATES, AOR “Be 测度 在 有 S 0 EA DOE Ust) 的 类 中 来 
it (B,5)- 市 场 由 两 种 资产 组 成 : 银行 账户 B = (Bs) 满足 出 BD 
AB, = TnPn-1; Z\ (2) = PAST (50) 
其 中 rn 为 多 ,_1- 可 测 , 而 资产 5 = (5,) 满足 JA. "EVE" (m0?) 必定 由 下 列 条 件 来 求 出 : 
AS, = PnSn-1, "e €^ pm sa(r)dr =e, 
其 中 mn 为 多 -可 测 ， " = 
于 是 条 件 (36) 和 (37) 取 下 列 形式 : ENDS -2 
Ellon(1 + AN) |. i] < (2) p ' 
Eb. aias v9 a) 换 句 话说 , 所 有 满足 条 件 (51) 的 带 2? > 0 的 数 对 (m, a?) 都 是 “容许 的 我们 
| nll FAN.) Eni] = ra. | 已 经 在 83c 中 过 到 过 > = 0 的 这 种 条 件 (参见 (14)). 
如 果 认为， (B, 3) 市 场 以 下 列 方式 给 出 ， 注意 , 方程 组 (49) 除了 形 为 (50) 的 解 Zi (x) 以 外 , 还 有 别 的 解 , 其 一 般 形式 看 


米 还 不 知道 ,这 一 注 记 表 明 , 甚至 对 于 我 们 刚 考察 过 的 这 样 简单 的 “一 步 ” MO, fl 


B, = rn 
那 UN S = S aer. i | NEPAL "Bl" 测度 的 问题 也 可 能 相当 复杂 
THE (06) 和 (87) 将 可 记 成 下 列 形式 | SHAT EEF SUME ST REMAP "tA on, MAREK, "n 测度 是 只 
Ell(er" 一 的 , 并 且 容 易 求 得 . 
"UO AN | ZF | (45) 例 
Elfler _ SS 2. CRR- 模 型 (Cox-Ross-Rubinstein; [82]). 
Wi al Ua 4. AN) 9g, 1] em 1 (46 设 
考察 n (0H 
+ AN = Z, 并 且 根据 (46), 9 步 模型 ， 并 认为 Fy = (2,0), Zo = * 2 | SB = tanha (52) 
Ee^ 7, me AS, = PnSn-1, 





| 
E 








eraser. MEME 8 
yam MS o 


itp n< N DUE Bo, 9o NE 品 取 两 个 值 b 和 a 的 独立 同 分 布 随 机 变量 


在 所 xci snm 假定 (Pn) » 
ie _l<a<r< b 
z Py (Pn is b) =p, Pw (Pn = a) —1 (53) 


Kt 中 的 所 有 "抽检 WERE oy no T TN 


为 基本 事件 空间 的 是 空间 0 = (o. g^ , 即 序列 (m1, zw) 的 空间 , 其 中 zi = a 或 
b. RENT E ty py), 用 坐标 方式 定义 量 Am = pn(2): pn(Z) = Tn. 
使 得 pi,-… ,pn 独立 且 满 足 性 质 (53) 的 概率 测度 Pw = Pn (21, : -- £N) 用 下 列 


— 
Dubia e Nep nnum 


其 中 mfz ,zn) = Y hn) 为 等 于 5 的 zx 的 个 数 
i=l 


测度 Py ~ Pw 将 通过 递 推 方式 来 构建 : 先是 P.L 然后 是 按照 下 列 公式 (Pn = 
Pu |. Fn Fn -0(p,:- :Pn)) 构建 Pire ,Pw 








Palan 9 Zo, ,Tn)Pn (Ti, ,Ln), 
其 中 Z, 将 (一 步 一 ; 
TEX. 
Zn 
Ep, = La =r. (64) 
n= 1 GH Fo = (2.0) 时 ,由 (54) RIRA 
pz (0) + qaZ (a) = r, (55) 
它 与 规范 条 件 
PZi(b) +-q2, (ay — (56) 
ie PA qZi(a) = 1 
Z= = 1 
ut) b—a p IS PNE eh E: (57) 
记 b — eu q 
et se DAA 





3. fi BE — 
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Pi(b) = Zi (b)Px(b) = p 


Pi(a) = Zi(a)Pi(a) = 3. 95) 


为 了 求 出 Pz (以 及 类 似 地 求 出 P3,… ,Pn) 再 次 运用 公式 (54)， 利 用 关 于 测度 
P, 的 py 和 pz 的 独立 性 , 我 们 由 (52) 求 得 


Z»(b, b) ag £240 a) =f 5C 
Z,(b) Z(t) e" 


对 于 值 Zo(b,b) 和 Zo(b, a) 的 定义 的 补充 条 件 由 下 列 鞍 性 条 件 求 得 ; 


bp 





Ep,[Z2(p1, p2) | pi = b] = Zi(b), 




















s vd Za(b,b) ^ Zij(b.a) 
zb TS mo al (60) 
把 (59) 和 (60) 与 (55) 和 (56) 相对 应 比较 , RAEI, 
Zub) roa 1 P Za) à 
Zi(b b~a p yp Zi(b q 
用 类 似 的 方式 我 们 求 得 
Za(a,b) p Za(a,a) 7 
Zi(a) p Z (a) q 
这 就 是 说 ， 


P2(a,a) = Z2(a,a)q? = = Za) .g? - d, 
P((a,b) - gp,  Po(b,a)=pG, Palb, b) =P. 


日 此 很 明显 , 量 p, 和 ps 关于 测度 B 独立 同 分 布 ,并 且 Palpi = b) = P Pal =a) = 
q,i=1,2. 


后 面 求 出 PB,,…. Py 的 步骤 类 似 , 并 由 此 导 得 下 列 结果 


定理 2. 在 (52) 和 (53) 中 定义 的 CRR 模 型 中 , RMA Py 存在 唯一 , HOF 
列 公式 来 确定 


Py(xy,--- ,了 N) = p^ vo meaner SE) (61) 


其 中 








REL ar (62) 





- 


gzx MTS NE 
iF P pe AEn | 
& 人 注意 下 列 先 验 上 并 不 旺 伏 的 结 全 gen P 是 “一 维 " 分布 的 直 积 


nt 


B. 关于 原来 的 测度 Px 独立 同 分 布 的 量 pns 也 将 关于 “车 ”测度 Py 独立 同 


分 布 


4 完全 和 完善 无 套利 市 场 


84a. 完全 市 场 的 鞭 判 别 准则 . T. 第 二 基本 定理 的 陈述 . 必要 性 证 了 明 


1. 对 应 于 Gb 中 引信 的 定义 , 给 定 在 渗透 概率 空间 (N, F, (Fa) P) (其 中 0 < 
n <N, Fy = (2,0), Fy = 旬 上 的 (8B,S)- 市 场 称 为 完全 市 场 (完善 市 场 ) REN- 
完全 市 场 [N- 完 善 市 场 ) 是 指 每 个 FRIES CR TR) 偿付 索 求 fy = fn(w) 可 
xk. 换 句 话说 , 可 求 得 自 融资 策略 x 和 初始 资本 z, 使 得 XT = z 以 及 


Xy - (P-as.). 


我 们 将 以 (P) 记 所 有 园 测 度 ~ P 的 全 体 ; 关于 这 些 测度 , 规范 价格 为 


M. 假定 (参见 61a, 2a) B = (Boe e 为 无 风险 资产 ,5 = (SrJocnen HEA 
险 资产 ,并 且 S, = (81... ,5d) DIRE d < oo 


SU" B 通常 被 解释 为 银行 账户 ; 资产 gi 称 为 股票. 


ARBE, By > 0,n > 0. 由 此 得 到 , 不 妨碍 一 般 性 , 可 认为 Ba = 1, n > 0. 


下 列 定理 相当 重要 , 它 自然 被 称 为 "金融 资产 沦 第 二 ; 
: j 定价 理论 第 二 基本 定理 ” (The sec 
ond Fundamenta] Asset Pricing Theorem: [214], (215]). 


定理 B. 无 套利 金融 (p 


BRAKE PP) 仅 由 一 个 S-*5 (其 中 NN < oo d oo) 的 完全 性 成 立 当 且 仅 当 


测度 构成 
这 样 一 来 , 如 果 无 套利 意味 着 


PP) 4 Ø, 


那么 无 套利 市 场 的 完全 性 可 (有 条 件 地 ) 记 作 下 列 形式 


Him : 
FA Res yop 50 第 m 区 |) 与 各 测度 的 只 一 上 最 
KMS Ar 向 题 , 在 “技巧 ”方面 , X 





: 
| 
| 
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的 结果 (特别 是 对 于 连续 时 间 情 形 下 ; 参见 后 面 的 第 七 章 $2d) 涉及 许多 困难 因 Y 
它们 的 证 明 本 质 上 依赖 于 半 著 和 随机 测度 的 随机 分 析 观 念 和 技巧 

同时 , 在 离散 时 间 的 情形 下 , 可 对 联系 局 部 煌 的 “可 表示 性 " 向 题 及 其 有 最 直接 
关系 的 (B,5)- 市 场 的 完全 性 问题 等 方面 的 课题 给 ! 1 比较 初等 的 叙述 我 们 从 d=1 
的 情形 开始 (854a-4e). 54f 讨论 d > 1 的 情形 . 


2. 在 d = 1 的 情形 下 的 定理 B 的 证 明 思想 在 于 确立 下 面 的 蕴涵 关系 链 其 
中 “条 件 两 点 性 ”和 “5- 可 表示 性 ” 在 884b, 4e 中 阐述 , MER F, = 5 意味 着 
o- 代 数 Fn 在 精确 到 P- 测 度 为 零 的 集合 时 重合 于 由 随机 变量 Sy. ,8， 所 生成 的 
5- 代 数 

S? = 0S1, , Sp). 






{2} 
“条 件 两 点 性 ” 


{3} 







"Pu ncN" 


“S— A Rate” 


MOKA (1), 即 定理 B 中 的 必要 性 , 其 证 明 比 较 简单 , 可 如 下 导出 
我 们 取 集 合 A e Fy, 并 令 fy = I4(w). 对 应 于 所 假定 的 “完全 人 性", 存在 自 融 
次 策略 x 和 初始 资本 x, 使 得 XT = fw (P-a.s.) 和 Xj =T: 

如 果 r 是 自 融 资 策 略 , 那么 


Xa = Xo 十 S Adi 
k=1 
于 Pi (i = 1,2) 为 族 多 (P) KBJ BRE. 于 是 OX cw EREN, 并且 由 


| CUN 5 Ta, 故 根据 第 二 章 81c 中 的 引 理 , 序列 X" = (Xz)n<w BP ROME P. 
671,2) 中 的 每 一 个 都 是 积 


T= XQ = Ep (XN | Fo) = Ep, IA = Pi(A), 
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d m pe 这 就 证 明了 由 (B, 3)- 市 场 的 无 套利 性 而 得 
: p, AP. JEN Hm ' x. 
esie 由 不 多 于 一 个 元 素 所 组 成 (| 有 (P)| = 1) 
il a n «e 2 


sae OR (1)) 得 证 . i 
定理 p 中 的 必要 性 GMX init (4) 和 (5) 中 的 “可 表示 性 " 问题 


在 下 一 节 中 ， EI I. 
TATR”) 


的 视角 来 看 (SIL [102], [103], [250], (304), 
“9- 可 表示 性 "，( 关 于 “可 表示 性 " 的 


gab. Ju eroi I ("S- 


y. Bk RAT SH — CB” 
“完全 性 " 假定 在 实质 上 等 价 于 所 谓 局 部 装 的 
一 般 问 题 , 参见 [250; 第 111 W). 

定义 设 在 渗透 概率 空间 M, F, (Fn), P) 上 给 定 : 

a (基底 ) V S = (Sy, Fn, P) 


(一 维 ) Jm. X = (Xn, Fa; P). 
我 们 说 , HAR X 在 (0,9, (Fa) P) LEHA S- dokn, 或 者 关于 P- 园 8 HA 
示 , 是 指 可 求 得 这 样 的 可 料 Y = (Q8), m = 01,77, 2), 使 得 对 于 每 个 n 2 1, Ps 


n "n d 
Xn Xo 2 WAS, [ Xo 4- Y p vast | (1) 


km] \ j=l 
T), X Jh PS 对 可 料 序列 了 的 "积分 " 得 到 的 «idees. 参见 第 Tr cnl Sle 
下列 引 理 有 关 在 前 面 的 给 少 关系 链 中 引信 的 丝 涵 关系 (5). 


dx p LOS) APARIL N HERE, B, = 1,n < N FU) 
APA 
" 这 样 的 市 场 完全 的 充 
P) (X«(u)| € C, n « N, 


EERATEEP c PIP), dpt grege X = Qo 
的 表示 


EME (,2,(2,) B) 上 有 cs gr, 或 者 关于 于 


们 取 (P) shay tery ne feo Bro n 


X= (Xn, FP ^ l 
EXER ipa g — EME X,(u) € C, n « N, v € ft à 
LII SS DK 完全 性 假定 意味 着 , 存在 自 融资 组 合 和 初始 
H 5 ee mAS,, 
hi k= 





Fn (0,2) E) 等 价 于 测度 Pp HRM Pk, 关于 它们 S= (Sn 


(2) 
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以 及 XS = In Xn. 但 由 于 ifn) € C, tX X" = (XT)sew Ji P-MA (第 二 意 Sle 中 
的 引 理 ), 因而 , PBR X" 和 X 有 同样 的 终端 值 fw, 以 至 它们 其 实 是 (P-as 和 P-a.s.) 
重合 的 . 从 而 , Vb x 有 “5- 表 示 ”. 

b) 现在 设 fn = Snu) 是 某 个 ZN- 可 测 有 界 函 数 , LIN] < C < oo (Pas). 需要 
指出 , 可 求 出 自 融 资 组 合 r 和 初始 资本 z, 使 得 对 应 的 资本 XR = fy (Pasi, 

根据 假定 , 存在 测度 P e 多 (P), 使 得 关于 该 测度 , 每 个 有 界 PB sod 

取 带 有 Xn = Es(fw | Fn) BJ X = (Xs, Fn Paen 作为 这 样 的 鞠 . 由 于 ify! < 
C, he X EDAT (Lévy) W, 并 且 关 于 某 些 2,_1- 可 测 随机 变量 ,j= 1,.… ,a 
k € N, 表示 式 (1) IRL. 

我 们 对 这 些 量 构建 组 人 台 r = (8", 7), HP y =y WR Be =X, 3 "sj. 

由 (1) 得 到 , 6, 为 Fa- PT. 这 时 ， Si 


d 


d d 
2,8116 + AB, = ,SAAN + (ax. -A (E ) 
j=l 


j=l 


d d d 
Esca -a (eas) =o 
j=l j=1 " 
从 而 , x" 为 自 融 资 组 合 , 并 且 


d 
Xn =B +Y YS = Xn, 
j=l 
以 及 特别 有 , XY = XN = fy (P-as., P-as.), 即 ( 有 .5} 市 场 是 完全 的 
引 理 得 证 . 


S T. 如 果 不 假 定 Bis Sirs NN, 那么 把 p.p S = (Sn)n<N 替换 为 p.R& 
互 -\ 束 作 _， 所 有 断言 仍 成 立 


84c. 局 部 蒜 的 可 表示 性 . II ( *u-RT Az E", «D Ss v)- 可 表示 性 ”) 


i ie 什么 时 候 成 立 的 问题 , 正如 我 们 在 上 一 节 中 所 看 到 , 紧密 联系 

“在 EEH” 以 及 资本 X* 的 演变 用 关系 式 (2) 来 描述 的 事实 
Siege 痊 指 出 ,CRR- 模 型 中 有 “5- 可 表示 性 " 成 立 , 因而 , 在 这 一 情形 下 ,市 
dne kia 一 般 来 说 , 完全 性 , 也 就 是 “S- 可 表示 性 ", 更 可 能 是 例外 , 而 不 是 常规 
,其 中 hia 1 的 含义 下 ， 有 意思 的 是 现在 要 考察 另 一 种 “局 部 蒜 的 可 表示 性 " 的 形 
Wise, pg, CME 和 匀 随 机 测度 /一 的 概念 参见 $3e 以 后 会 变 得 很 明 
FERC dea LA POUR, /表示 式 和 (u ~- 中 -表示 式 经 常会 得 到 满足 因此, ENT 
PE n URGE (u — v) st, 然后 再 试图 把 它们 转化 为 5- 表 示 式 
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- Fo = {@, }) LTE HURL 
s 间 (0, F (Fo) P) (Fo 
x pe 关于 原来 的 测度 P OR (Fn) 
a s= 
. EPPC TT ai ,d) 


是 由 价格 生成 的 o ORG n 2 D 以 及 
X = (Xa, S5, P) 
PRAE Xa- Xa 为 95-81, 因而 ， 可 求 得 这 样 的 Borel 函数 f, = 
falti," 25), z, € RA, 使 得 
AXy4(w) 一 f. (ASY(u)), I. ,ASn(w)) wEN, 


{由 假定 Fo = (2,0), 向 量 So 是 非 随机 的 ， 并 且 在 (8, i rens Sn) 和 (AS), in , AS.) 
之 间 存 在 一 一 对 应 ) 


对 于 每 个 n > 1 定义 函数 
Wr(w,t) = fn(AS(w), 


这 个 函数 显然 关于 (w,z) 可 测 , 日 对 于 每 个 w ef 关于 z 为 BIRI)-A WM, 以 及 对 于 
每 个 z ERd $5 -可 测 . 


设 pn (Au) = IAS, (w) € A) (A € (R3) 为 按 增 量 ASu(w) (n > 1) 构建 的 束 
值 随机 测度 . 于 是 


a AS,-\(w), x). 


AX, (w) = i: Wy (uw, z)um (dz; w), v 
因而 , 对 于 X 我 们 得 到 所 谓 ARA”: 
Xn(w) = Xo(u) + x» Wy(w, z)ug(dz;u), " 
k=] "R^ 
或 者 以 更 紧凑 的 形式 记 为 
X=xX x e 
(参见 $36). in 
现在 我 们 察觉 由 于 按 假定 , x 是 局 部 鞭 , 故 
EAX] 多 8 
ae 3*9, E(AX, | 99 )=0, n21 
Un( A; u) =Eltin(A;-)| 98 3. (4) 
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那么 我 们 看 到 


f Wi (uw, z)vy(dz;w) = E(AX, | FE 1)(w) = 0. 

R4 

从 而 , 除了 (2) 和 (3) 以 外 , 我 们 得 到 所 谓 “(j ~ v)- 表 示 式 ”: 
Xalo) = Xow) + 5 | Wi, z) (dziw) ved) 


或 者 以 更 紧凑 的 形式 记 为 
X = Xg -W *(n—v). 


(6) 


这 里 可 能 看 来 有 点 奇怪 , 取代 自然 的 表示 式 (3), 我 们 改 为 考察 由 它 以 简易 方式 


得 到 的 表示 式 (6), 还 称 其 谓 “(A — v)- 表 示 式 ”", 来 突出 其 重要 性 . 
对 此 解释 如 下 . 


BX, 在 更 一 般 的 局 面 下 (连续 时 间 , 比 (FS) 更 一 般 的 o- 代 数 流 等 等 ) 相应 的 
局 部 蒜 表 示 式 可 以 基于 引入 型 为 W (u-v) 的 随机 积分 . (参见 例如 , [250; 第 m 章 . 
4.23 和 4.24].) 其 次 , 在 型 为 W * (a — v) {而 不 是 型 为 W*a) 的 表达 式 的 运用 中 , 要 说 
的 是 这 样 的 状况 : 在 这 些 表示 式 中 的 函数 W 一 般 来 说 不 是 唯一 的 , 而 在 W «(u— v) 


的 表达 式 中 , 它们 经 常 可 选 得 相当 简单 . 
我 们 引入 例子 来 说 明 这 点 . 
取 某 个 集合 Ac ZR?) FIBRE XU = (XS) RS P), 它 满足 


0 各 
AX(^ (uw) = 和 (4io) 一 mhiw 
= I(AS,(w) € A) — E(I(AS.) € A| F3_,)(w). 


如 果 令 Wi” (w, z) = Ja(z), 那么 有 


AXA) (w) = f WI) (w, 2) (tun (dr; w) — vn (dr; w)), 
R4 
从 而 
Xx) 2 wt» «(nu — v). 


53—J; ifi, 如 果 令 


Wn (w, 2) = IA(z) — E(Ia(ASn)| FE) (w), 
那么 可 求 得 


A Ws (w, 2) pn (da; w) = ua (A;w) — va(A;u) = AX (w), 
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而 这 就 是 说 x -Wsp. 


wo 比 函 数 W 容易 构建 


sns ar 如 果 取 代 函 数 Wa (2) 来 考察 函数 Wan(w,z) 十 9%(z), 其中 


(x) 满足 
Er J J (z) (dr; o) = 0, 
ae 


ee v) 的 值 不 变 , 只 要 把 Wa (w,2) 取代 为 函数 Was(w,z) + glo), 
因为 : 
g! (x)( ttn (dr; w) — vn (da; w)) = 0. 
Rd 


在 下 _ 节 中 将 指出 , 正如 在 Cox-Ross-Rubinstein 的 CRR- 模 型 中 , H “(u—v)-% 
示 式 ”容易 导出 “5- 表 示 式 ”. 


84d. 在 二 又 树 CRR- 模 型 中 的 “5- 可 表示 性 ” 


1. 正如 由 tat (第 5 点, 例 2) 中 所 得 , 在 CRR 模型 中 鞭 测 度 存 在 (而 这 就 是 说 


市 场 是 无 套利 的 ), 同时 , (在 按 坐标 给 出 概率 空间 的 假定 下 ) 鞭 测 度 是 唯一 的 , 正如 
定理 B 所 断定 , 它 等 价 于 相应 的 市 场 是 完全 的 . 


PE et si 为 什么 在 这 个 具体 模型 中 鞭 测 度 的 唯一 性 保证 了 “3 二 

MS 4b 中 的 引 理 相对 应 , 这 也 就 是 完 

我 们 先 回忆 某 些 记 号 rv 

oo- Sle, 在 渗透 概率 空间 (0 F, (gy Paso 上 定义 的 (B,3 yv" 
两 个 序列 Be (Banoo 和 Sz (Sn)nzo 来 描述 的 : 


B, = Bill 4- Tn), (1) 


Sn=Sn1(1 + pn), j 


其 中 rs 为 8。; -可 测 
am i ;而 
由 于 5 


为 和 -可 测 ， 常数 Bo > 0, So > 0. 


= 1 ict. (3) 
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yup E XE TUE P 求 均值 ; 其 次 ， 


~ l + Pn -二 E 
B ra 80.2. o STE, 条 件 (4) 归结 为 


E(pn |.95—1) = ra. (5) 
2. 在 二 叉 树 CRR- 模 型 中 假定 , r = r, 其 中 是 某 个 常数 , 而 (puj。>; 是 以 正 概 
率 取 两 个 值 A a 的 独立 同 分 布 随机 变量 序列 : \ 


p= P(pn = b), q = P(pn = a), (6) 
: 
ptq- l. [规定 a< b.) 我 们 也 将 假定 ， S 一 Op Pn), n 2 1, Fy = (29,2). 


如 果 要 求 序列 Š = (zx) ATHE B'S P 的 测度 有 “BREE”, 那么 再 由 
= =p 


T nau i3 
等 式 Eon =T, 我 们 在 值 Dn = (pn = b) 和 Qn = Plan = a) 上 得 到 条 件 


bp, + aqua =f, 
它 与 规范 条 件 5. Ge = 1 一 起 导出 值 


zd 7 des MESES . b-r 
n ds se y Qn 一 dg 三 


为 使 它们 是 正 的 , 需要 a < re b. 


我 们 还 将 假定 a > -1. 于 是 S, > 0 对 于 所 有 n > 1 成 立 , 因为 So > 0. 


( a ^ = (Xn, Fn, P), so Ay Bh, 其 中 Fo = (2,0) 以 及 当 " 2 l 时 ， S, » 
a , py). 








(7) 


e 
Sr 
| 

~ 









XT n 2 1, 4 i (Aio) = I(pn(w) € A), P. (A) = Ej, (Au). 由 于 ps 只 取 两 个 
, 故 测度 Hn (-;w) 和 v, (-) 聚集 在 两 个 点 a fb E. 这 时 ， 


Hn({a};w) = (pnw) =a) — V((a) =F; 
以 及 


Hn({b};w) = Tpn(w) =b) — v.((b]) =p. 
Wek ey In = Ja (ai e To 满足 


Xn(w) = gn(pi(w),+>* ,pn(w)); 
而 这 就 是 说 ， 


AXn(w) = gn (pr (Dp — gna (m ai) 
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"E wae = 
| ET. 
TE AXn | Fn 1) i 0, 
" | oon Pn (ud) tE gn (ase) » Pr 1 (w), a) 
p: alp): M a Gao iei (w), a , pn-1(w)), 
as fr f 
2 gn [n (a), Pa: Vu), b) 2. al) , Pn-1{)) 
An U d 
qai (Pr (a) x? , pn-1(W)) = Gn {Pr (w), ides » Pn—w), a) 


p 


考 虚 到 (7), 这 个 关系 式 可 赋 以 下 列 形式 : 


gn(pi(W), YA ,pn-1(w), b) d ds - 10m (w), M. ,pn—1(w)) 
b-r 


— glia) Pn—1(w),@) = 9n-1(01 (0) 77 08-162) 


ü-—T 


现在 转向 “pu AURA. 根据 S4c 中 的 公式 (1), 
AX, (w) = Wy(u, pa(w)) = [ wt z)ua (dz; w), 


其 中 
Walz) = Jalpi lw), = Pn- (w), z) 一 gn-1 (P1 (w), "n £n (2) 

如 果 令 
W),(w,2) = Wn(w, z) 


TAE 


) 


那么 由 (10) 求 得 


AX,(u) = fe - r)W; (wu, z)p, (d; w). 
我 们 察觉 , 由 (9). 函数 Ww: 
FEM) ian) RRA “ 


AX,(w) = 
9) 86) fl- rus (dni) = ao) (Pn 一 站 


因此 ， 对 于 X = (Xn, Fa, P), 我 们 得 到 表达 式 


Xn (w) = z 
Xo(u) + (ork) =r). 


由 于 


S 
OE fet me 


(8) 


出 


(10) 


(11) 


(12) 


(oz) RF zx. 因此 , 记 等 式 (9) 的 右 端 (es 


(13) 
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d B Sn. 
Pn T= (1 + "5 La (=), (15) 
因而 ， 3 s, 
X.) = Xo) + 37A (342), (16) 
k=l k 
其 中 Fri WRI 3 
mo) = o) + NE (17) 


关于 测度 下 序列 ( at) WP. 因此 , (16) TAERE P-E X 关于 (基底 ) Po 


k20 


(a) 的 “9- 表 示 式 ”. 

k f k»0 

应 用 g4b 中 的 引 理 , 我 们 发 现 用 CRR 模型 描述 的 (B, S)- 市 场 对 于 任何 有 限 视 
EPN 是 完全 市 场 . 


3、 注 .注意 到 下 面 这 点 是 有 益 的 : 83f (第 5 点 , Bü 2) 所 引 人 的 CRR- 模 型 中 
鞭 测 度 唯一 的 证 明 中 , 本 质 上 是 利用 了 原来 的 概率 空间 是 坐标 式 的 : OQ = (rz) z = 
(zz SEP 2, =a R b; Fn = o(ri ,zn), n l, F ENV In 后 面 将 看 到 
(参见 $40), 在 任意 的 渗透 概率 空间 (0, F, (Fn), P) 和 假定 加 测度 唯一 的 情形 下 , B 
动 得 到 这 一 空间 (1, F, (Fn), P) 必定 满足 (精确 到 P- 测 度 零 集 ) Fa = c(5 ,Sn)， 


n 2]. 


84e. Scr SB BRI SIDÉERI. II. d= 1 情形 下 的 必要 性 证 明 


1. 对 应 于 84a 中 的 蕴涵 关系 表 , 为 证 明定 理 B 中 的 充分 性 (BI, “| 多 (P)| — 1" 
=> EAH), 必须 指出 84a 的 第 2 点 的 图 中 的 蕴涵 关系 (2). {3} 和 {4} 成 立 . (我 
们 记得 , 蕴涵 关系 {5} 已 经 在 §4b 的 引 理 中 在 d= 1 的 假定 下 得 证 .) 

我 们 从 蕴涵 关系 {4} 的 证 明 开始 , 其 中 假定 B, = 1, n > 1 (而 这 就 是 说 , ra =0, 
n 2 1), 正如 已 经 注意 到 , 这 不 妨碍 一 般 性 . 

”为 此 我 们 察觉, 在 上 节 的 CRR- 模 型 的 “S- 可 表示 性 " 证 明 中 , 关键 在 于 概率 分 

布 Law(pn|P) (n > 1) 聚集 在 两 个 点 (a Alb, a <b) E 

换 句 话说 , 重要 的 是 , 这 些 分 布 是 “两 点 分 布 ". 看 来 , 对 应 的 讨论 也 可 对 于 更 
一 最 的 模型 进行 ,只 要 GER) 条 件 分 布 Law(AS, | Fars P) 或 者 等 价 的 条 件 分 布 
won| 5-1; P) (其 中 pn = 企业) 是 “西点 分 布 " 及 a- 代数 Fu = a(S Su) 
n 3 ]. n=l 
à 形式 上 , 我 们 把 “条 件 两 点 分 布 " 性 质 理解 为 可 求 出 两 个 随机 变量 a = anl) 

bn = bn(w) 的 可 料 序列 a = (an) AL = (bn), 使 得 


Plpn = an | Fn—1)(w) + P(pu = bs | Fa—1)(w) = 1, (1) 








* uasmamesEHE MEME 。。 
ni E 

een ne! 成 立 ，( 在 值 anw) 和 ba (w) 
| l gai mlu) = On) = 0; 这 种 退化 的 无 意义 的 情形 对 应 
, 相 巾 合 ”的 情形 下 , SENTI mi oea sr BOSE) 


rnm ett, CE 
as,(u) =0 TES s F(u), Gals) = Plan = Onl F ~1)(). 


op pig P) 的 鞭 性 质 导 致 条 件 E(pn | 9-1) = 0, n 2 1, 由 此 得 到 
序列 S = (Sn mm 


b, (w)Pn (w) + On (w) Gn (w) 


一 一 


= 0, n zl. (2) 


gi (1) 和 (2) 我 们 得 到 (比较 54d 中 的 (7)) 


人 = 
palo) 二 beu) Taw) g (w 


bs (w) 


E (s) - an(w) (3) 
i) 


(如 果 as (ur) = ba (we) = 0, 那么 规定 Pala) = dn(wW) = 5 
iw X = (Xn, 8, P) pori s 函数 gn = 9n(Z1," i. En) 满足 Xn(w) 一 gn (p(w), 
.… pulo). 类 似 于 Sac 中 的 (8), 我 们 看 到 


gal p (uo), pn (0), bnl) — qn (2), , Pn-1(w)) 
lt) 
_ milal) nif) = gll) i paile) an) (4 


Pn (w) 


同时 , 按照 $4c 的 (9)-(17) 中 同样 的 计算 , 我们 求 得 对 于 X AFR SRRA 
Wr: 


Xs — Xo Ý m(o)AS.(u), (5) 
k= 
其 中 au) 为 Fe, 可 测 函 数 k >1. : 
这 样 , 蕴涵 关系 式 {4} 得 证 
BUS ERO 
来 导出 (在 d= 1 my } 的 证 明 , 它 对 应 炽 测 度 的 唯一 性 可 由 “条 件 两 点 分 布 
如 果 利用 正 5 
ERR gear ws € "| 多 -1)(w) 使 计算 可 (对 于 每 个 w€ 2) 如 
断言 公所 要 求 的 关于 “条 件 两 点 性 ”的 断言 等 价 于 下 列 
[ 设 Q = Q(dz) 是 
E) Bs i nae hlzlQ(az) < oo, f, zQ(ar) = 0 (HF 
fe) - 0 BE A = Gan) gap Q 7 Qs) 且 具 有 性 质 f ed (de) < 只 


Q 所 构成 , 那么 这 如 果 族 p ci 的 
Qtaj) 十 Q({b}) =1, 


其 中 
包括 有 可 能 它们 “Hit ERA (ay 0) 





| 


| 
| 
| 
| 
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~~ — 


这 个 断言 也 可 赋 以 下 列 等 价 形式 : 


II. 设 Z(Q) 为 满足 下 列 条 件 的 函数 Z z(z) (x € R) 的 类 ， 


Q{z: 0 < z(r) < cof = 1, 


jzQtda = Q. 
R 


假定 对 于 测度 Q 这 个 函数 类 2(Q) [dB Q- 无 区 别 于 1 的 函数 (Q{z: z(r) # 
1) = 0) 所 组 成 . 于 是 , 测度 Q 必定 聚集 在 不 多 于 两 个 点 上 . 

最 后 , 这 个 断言 还 可 如 下 变换 : 

It. d ex) 是 按 坐 标 给 定 的 在 (RR) 上 的 分 布 为 Q = Q(dz) 的 随机 
变量 . 

i Ele] < oc, EE = 0 以 及 测度 Q 具有 这 样 的 性 质 : 如 果 Q ~ Q 以 及 Ele < o, 
=0, 那 么 Q=Q. 

于 是 测度 Q 的 支 集 在 不 多 于 两 个 点 上 聚集 (比如 a <0 Alb> 0), FERETE 
ny ABZE “2” ALE “HEA” (a = b = 0). 

为 了 证 明 这 些 (等 价 ) 断言 , 我 们 察觉 , 每 个 在 ( 民 , 多 ( 民 )) 上 的 概率 分 布 Q = 
Q(dr) 可 表示 为 三 个 分 布 的 “混合 ”形式 : 


f iiec) < 00, 
R 


e1Qi 二 C2Q2 + c3Q3, 


其 中 Qi 为 纯 离 散 的 , Qo 为 绝对 连续 的 , 而 Qs 为 奇异 的 ; c co cy 为 其 和 等 于 1 
的 非 负 常数 . 
当 测度 Q 被 假定 为 聚集 在 三 个 点 上 时 , 比如 点 z, zo 和 ze, E, 并 且 它 们 的 排 
FH z- < zo < z,, 而 分 别 有 非 零 质量 p_, po 和 p, 时 , 证 明 的 思想 就 在 “ 纯 离散 " 
情形 下 是 相当 清晰 的 . 
条 件 EE = 0 意味 着 
r.p. + Topo + rip+ = 0. (6) 


o = 0, 那么 (6) 取 形 式 为 z p. + zip; — 0. 


一 Pa oa Lordi ss P+ 
k = — Im a — = E we T7 


E 们 对 应 在 点 z_ 和 z， 上 的 质量 p 和 p, 被 “汲取 ”到 点 zo = 0 上 的 部 分 . 
_ 由 (7) 很 明显 ，“ 座 落 " 在 三 个 点 r, zo 和 z， 上 的 测度 Q = (P. Do P.) JE 
Q~ Q Al Ec = 0 的 概率 , JEE Q v Q, 这 与 测度 Q 的 唯一 性 矛盾 . 
因此 , 在 zo = 0 的 情形 下 , 测度 Q 聚集 在 三 个 点 上 不 可 能 成 立 


现在 设 4 0, Ad ! | 
Ws MM 2 Bone 向 友 9 O UR” 质量 的 想法 例如 同和 通过 下 到 





= qe 





散 时 间 
型 中 的 套利 理论 , WENI 
x meee -一 一 
ETE 第 五 
ja e, A= pot le- Pe Pye Pee. 
p- z p. - $ 


2 qo op } 是 概率 , 并 需要 指出 , 可 能 选择 正 数 
| wit à = pd 
对 于 充分 小 的 =- 和 Er 


" 和 上 ,使 得 Ec = 0, W 


r.p + topo + T4P4 ! : 
= (r.p + topo + 2+P+) ~ (E r- +(e- 十 E+)20 — E24) = 0. 


= 0, 故 正 数 ê- 7 ey 需要 选 为 


t To 一 F- 


由 于 Ef = rp- + Topo + T+P+ 





th 


I, ~ To 


如 果 记 入 = ===> 0), 那么 显然 , 先 选 取 充 分 小 的 <_， 然 后 再 根据 它 取 值 
cy = Xe_ ,就 可 达到 元 > 0, Po > 0 ALP, > 0. 

因此 , 测度 Q = (p... jo p.) 是 概率 , Q ~ Q, Q 4 Q 和 Ez = 0, PRX SHRM Q 
的 唯一 性 矛盾 , 而 这 意味 着 , 分 布 Q 不 可 能 取 所 有 三 个 正 值 p_, po 和 ps. 

上 述 构造 不 难 照搬 到 珍 集 在 有 限 或 可 数 点 集 {z,,i = 0, EL, 42, ) 的 纯 离 履 
PAE Q 的 情形 , 其 中 对 应 的 测度 为 {p;,i = 0,+1,+2,---}, 并 且 如 下 排序 ; … < 


T-43«Z-j«& Z9 «T; « X4 € ',, 


如 果 在 集合 (24,4 = 0,41, 42...) 有 零 值 , 比如 zo = 0, 那么 需要 令 


$9, Pt 
pi 9" 1 * 0, 
和 


于 ji E - 
是 ih 1 以 及 Ef = Lu = La, = (), 
Mit à ~ | 


{pi,i = 0, Éi cR - D 

teen — 072 0 UE O ~ Q, Qu Q 和 Ee = o, Seem 

n : 

Wei. : Seog ee) 上 所 有 ay 头 0， 我 们 构建 新 分 布 < 
ye TEIL, dor. o MER wi 


us 
4 -1 =E 
A = PA = £41, 


于 是 Po = Po + (ei + E41). 
EE, 
~ En, +(e, tan)ro > 


ACIE 
上 面 考察 dum 的 情形 一 样 选取 
等 价 ， Mili age Q oh $> 


EATA 


& ERINE Q, 但 与 


和 ew, PTT iua 
的 唯一 性 矛盾 . | 
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用 类 似 的 方式 也 可 考察 分 布 有 绝对 连续 成 分 和 /或 奇异 成 分 的 情形 . 


2. 现在 转向 蕴涵 关系 (3). 的 证 明 , 它 是 指 蒜 测度 的 唯一 性 导致 r- 代 数 Fn 应 
pal fr Hor m: 


Su = F? = olo , Sn), n<N. 


我 们 将 用 归纳 法 来 引 人 证 明 . (我 们 察觉 , o- 代 数 Fo 和 FS 相 重合 , 因为 根据 假定 
Fy = (2, €), 0 So 是 非 随 机 量 .) 
i (N, F, (Fn) Pinen 为 渗透 概率 空间 ,5S = (Sn, Fn, Peu 为 (股票 ) 价格 序 
列 , 其 中 Sa = (1, ,Sd). 为 了 不 引进 新 记号 , 我 们 将 认为 , SUE FREE P 本 身 . 
假定 Fai = 多 3_1, 我 们 考察 集合 Ac Fn $ 


z= l+ TU = E(Ia | #*)). (8) 


显然 , 3 <2 < DAE Ez = 1. 因此 , 有 P'(do) = 2(w)P(dw) 的 测度 P^ 是 概率 测度 ， 
RWE P~ P. 设 z = E(z|.9,). 根据 “Bayes 公式 ” (参见 83a 中 的 (4)), 





E'(AS, | Fi) 一 E( = AS, |.) - 


- (9) 
24-1 

我 们 察觉 , 因为 假定 Fn = Fry, 由 (8) 得 到 E(z|.2,..) = 1. 这 时 , z 是 
Fo PTW RR. 因此 , Mi én 时 , —— = 1, 而 这 意味 着 EAS, | A.) = 0 对 所 有 

24-1 

ifn Y. 

由 于 一 = z, Efa] FS) =1 MLAS, 为 23- 可 测 , 故 由 (12), 

h=] 


E'(AS, | Fn-1) = E(xAS, | Fn-1) = E(zAS. FS) 
= E(E(zAS, | FS) | FS) 
= E(AS,E(z| FS) #5_,) = E(AS, | PS 1) 0, 
其 中 我 们 也 利用 了 ; 根据 (8), E(z|.£3) = 1. 
这 样 一 来 , 价格 序列 (S, ue 关于 测度 P^ IRR. 


PME 的 唯一 性 假定 导致 2 = 1 (P-a.s.), 而 这 就 是 说 ,由 (11), 对 于 每 个 
Ae. 


Ia = E(Ia] FS) (P-a.s.). 
由 此 得 到 , 精确 到 Pp- 测 度 的 零 集 , F, = FS. 
a R n 的 归纳 法 我 们 求 得 , 这 些 关系 式 对 于 所 有 n < N 成 立 , 这 就 证 明了 蕴涵 关 
3}, 


3. 这 样 , BANE P 的 唯一 性 确保 导出 “S- 可 表示 性 " 的 蕴涵 关系 (2) 和 {3} 成 
ml aac (由 Saa 的 引 理 ) 从 而 , 定理 B 中 的 断言 (在 d = 1 的 








00 E 


JESTE. POA Y 
ponm ——À 
和 的 定理 也 的 证 明 表 明 , 时 间 上 离散 
exci aae: 所 引入 的 定 一 一 的 无 
注 1 注意 到 — kae Fa XC PEAR EH: ota p 
sirg ae < oo 的 情形 下 , Fn 中 的 原子 个 数 不 超 过 (d+ 1^.) 
直接 推论 (FE oo deo 的 情形 下 ， 完全 无 套利 市 场 具 有 这 样 的 性 质 : o te 
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F rat (d+ p" T. 这 一 状况 说 明 在 这 样 的 市 场 上 完全 性 与 完善 性 
Fy WI 
这 两 个 概念 相 重合 . 


gaf. 第 二 基本 定理 的 推广 版 本 

1 上 面 所 引信 的 定理 B 的 证 明 是 针对 d= 1 的 情形 的 . (这 个 假定 显然 在 建立 
HX (2) 和 (4) 时 用 到 ,) Æ d> 1 的 一 般 情形 下 , 有 价值 的 是 给 出 这 一 定理 的 
推广 陈述 , 其 中 除了 “完全 性 " 与 “ 鞭 测 度 的 唯一 性 "的 等 价 性 断言 以 外 , 还 包括 
系列 其 他 的 等 价 特征 . 

先 引入 某 些 记号 . 

我 们 将 令 3 = E (新 现价 格 ) 


Qn{-;w) =P(AS, €-|Fn-1)(w), Q,(-;w) = P(AS, € «| 4 1)(0). 


我 们 记得 , 向 量 a,- ,ak (其 中 oi € Ra 2 < k < d 1) 称 为 仿 射 无 关 ， 是 指 
存在 ie (1), BRE 1 AML (aja) (7 =1,--- k, jn i) 线性 无 关 .如 
“这 人 性质 对 于 基 个 (1 k} 成 立 , 那么 它们 将 也 对 于 任何 io 1,… ,大都 成 


立 , 我 们 察觉, HEN) Ht ww p 
超 平面 有 k-1 "n $ M 的 仿 射 无 关 性 等 价 于 包含 Gi, ,Qk 的 最 仿 射 


定理 B* (第 二 
B,>0 有 8 pte ek NU: (251]). 设 ( 
F:N«ow de 00. 
那么 下 列 条 件 等 价 、 
(a) 市 场 是 完全 的 . 
(b) 市 场 是 完善 的 
(c) BAERS P 
(d) Free sem me 


(e) 在 集合 多 
Gas O) 中 存在 测度 p 


B,5)- 市 场 (B = (Br )o<gns® 
Ü&£n€N, S, = (Sl.. t S2), Si 20 B Fa- TA) KE 


M, = : 
中 入 为 多 1 可 测 i SN, 


| AEA AS Be M = (Mn, Fn, P')osnsN 有 
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(£) 精确 到 P-a] ELE, 多 = a(S1,..' Sn), 并 且 可 求 得 TFAA n fw) 
hj 无 美的 d+ MV sr. RMIT FL (ain, Qaia) 1 S n € N, 4 (P-as.) 测度 
Q4; u) AK 包含 在 集合 (aso) ,adtin(w)} 中 

ig) 精确 到 P- 测 度 零 集 , Fa = ol(5 ,5 HATE OTTAA n Fo o) d 
射 无 关 的 d + 1-7 #4 Reh et FE (à, s, G44in) Leone N, 使 得 (P-a.s.) 测度 
QC iu) 的 支 集 包 含 在 集合 [m nlw), Gari n(w)} 中 

在 所 考察 的 情形 下 ,o- 代 数 罗 是 | 关于 测度 P) 有 不 超过 (d1) 个 原子 的 纯 
原子 o- 代 数 . 

d 二 1 情形 下 的 证 明 已 经 在 上 节 中 级 述 , 在 d 2 1 的 一 般 情形 下 , 相应 的 证 明 包 
含 在 著作 (251) F. 想 了 解 所 有 由 价格 S = (S, ,5”) (d > 1) 的 向 量 性 所 引起 的 
技巧 细节 的 读者 在 这 里 只 要 注意 在 证 明 模式 中 a = 1 与 4> 1 有 什么 不 同 ， 

首先 我 们 察觉 , 性 质 (f) 和 (e) 的 等 价 性 是 下 列 a, 和 mw 之 间 的 关系 式 的 简 


单 推论 : 
A _ Gin +5 (zx e 元 一) 
"in T B, E B,, Bus 


同时 , 显然 有 (b) => (a), 且 由 定理 A* (52e), (d) <=> (c). 
因此 , 为 证 明定 理 , 需要 确立 下 列 萄 涵 关 系 成 立 ; 
(a) => (d), 
(c) => (g), 
(g) = (b), 
(a)+(g) = (e), 


(e) => (a). 


蕴涵 关系 (a) 一 > (d) 的 证 明 与 a = 1 的 情形 完全 一 样 (参见 54a 中 的 第 2 点 )， 
其 中 鞠 测 度 P; (i = 1,2) frio y p RM HE. 

在 蕴涵 关系 (c) —> (g) 中 的 关于 Fa = ol(5 引 1,… ,5,) 的 断言 在 $4e 的 第 2 点 
de 84a 的 第 2 点 的 蕴涵 关系 {3} 时 得 证 . (相应 的 证 明 其 实 是 对 任何 d>1 引 

,) 

: 蕴涵 关系 (c) — (g) 成 立 的 证 明 中 最 困难 的 部 分 是 确立 测度 Qu Cu) 的 支 集 
结构 , 在 a = 1 的 情形 下 , 测度 的 支 集 是 “两 点 测度 ". 在 d > 1 的 一 般 情 形 下 , 这 些 
测度 的 支 集 至 多 由 (Rd 中 ) 的 &+ 个 点 所 组 成 , 证 明 的 这 一 部 分 在 [251] PR 
XE, 这 里 从 略 . (证 明 的 思路 与 4 = 1 的 情形 一 样 , 可 如 下 导出 . 设 测度 P AGE 
度 . 如 果 Q, (iu) 由 多 于 di 1 个 点 所 组 成 , 那么 再 次 运用 “汲取 ”质量 的 思想 , 用 
P'(dw) = 2(w)P(dw) 的 方式 构造 新 测度 P^, 使 得 P P, EL P^ x P, 这 里 Fw- 可 测 
=e z(w) 适当 选择 , 然而 , xac Sy M HE I c — 1c USE OF. 类 似 的 构造 也 可 确立 
R' - 值 向 量 (mn Tdr n) 的 仿 射 无 关 性 .) 





b 


3 mnzBaAm o RH 次 数 时 间 
gaa WU 


"=. 
| = (b): B fn 为 多 w- 可 测 随 机 变量 , 而 原 测度 p 自身 
MEL € “A p ap ALL RE 
\8) 
ur TRH FARA 


N 
fy 2:4), MAD (1) 


k=1 

00105 ee a BEA BEES TATE 2E 
v a AS, = = E( fn | Fn) a E(fN | Fn-1)- (2) 

因此 为 得 到 表示 式 (1), 我 们 令 z= Efn; 然后 我 们 指出 (如 同 在 d = 1 的 情形 
somes), 由 条 件 (e) 导出 构造 有 所 要 求 的 性 质 (2) 的 多 1- 可 测 函 数 x 的 可 能 性 
(详情 参见 [251].) 

SBE (a)+(c) — (e). 由 le), AA Zn 是 纯 原 子 的 . 尤其 是 , 所 有 多 -可 
测 随 机 变量 值 只 取 有 限 多 个 值 , 而 这 就 是 说 , 它 是 有 界 的 . 

设 FE 2 (P) 以 及 M = (Mr: Pn; P'nev JU. 根据 (a), TE rER 和 可 料 
AE y= (n), 使 得 My =2+ nA 


95 M, Fs Y: 48, 的 序列 M = M; , £,,P' )u£N 是 P- ERRER, 因而 也 


IM, 因为 这 里 所 有 的 随机 量 都 有 界 | xL - Mi yes d 
由 此 得 到 断言 (e). N Ny wèh M MM 重合 ( 


最 后 , 为 证 明 草 涵 关 系 (e) — (a), 只 需 注意 到 下 面 这 点 (比较 $4a 中 的 引 理 ) 


设 每 个 带 有 P P P 
Mo + È 48. lc(P) IM M = (Mn, Fn, P^) 允许 有 “5- 表 示 式 ”Mn = 
设 为 多 N- 可 测 
关于 测度 P 的 均值 ae PUTA M, = E'(fiy IZ, n < N, RPE E 


fn = My = M+S n, (P"- ia). 


In = =r 
Pea Das (P-a.s.), 


及 了 = 
ERAT pog LAN 料 序 列 , 而 这 意味 着 市 场 的 完全 性 
5 iam 78 D 的 证 明 中 所 要 求 的 给 涵 关系 的 考察 
B*, 也 能 说 明定 理 x 
“ 的 例子 





| 


| j 


4. Sp ME M CERES e 


— o 一 一 一 一 —— — ~ - — 








9 1 (d 1). 在 有 Bu = 1 (n < N) 的 CRR- 模 型 中 (参见 S42), 假定 (Pn )new 
Mem a Hl b (a <b) 的 独 立 同 分 布 随机 变 a Hey. 

由 于 AS, = Sn—1Pn, 故 ASn = Snia 或 者 AS, = Saib. 对 应 于 对 无 套利 机 
会 的 定理 A”, AM a fn» URENA (a,b) 包含 点 0. 由 此 得 到 a < 0 «5. 为 使 
价格 S 取 正 值 ， 还 必须 要 求 a > 一 1. 

在 所 考察 的 情形 下 ,ASn = wn 因而 , AS, WMA: 5,16 (“价格 上 扬 
运动 ") 和 Snia (“价格 下 降 运 动 "). 因此 , 条 件 分 布 Qn{. Lu) 的 文集 聚集 在 两 个 点 
E: 5,1(w)a 和 Sn-ı(w)b, 而 价格 “ 树 ” 本身 (So, Si, 52,…) 和 其 上 的 运动 有 “ 齐 次 
Markov ”结构 (参见 后 面 引 进 的 图 56): 如 果 (So, 51,… ,5, 1) 为 价格 的 实现 , 那么 
以 概率 p = P(pn = b) 产生 向 值 S, = Sn -1 转换 , 而 以 概率 q = Plon = a) 向 什 
9 = S,.1A 转换 , 其 中 B=1+b 和 A4=1+a. 


Sn 





图 56 在 Cox-Ross-Rubinstein 的 CRR- 模 型 中 的 “价格 树 ” (So, 51,32,-…) 


在 -1<a<0<j 的 假定 下 , 存在 唯一 的 园 测 度 , 因而 , 对 应 的 (B, S)- THEE 
套利 完全 市 场 . 


由 定理 B* 得 到 , 在 d = 1 的 情形 下 , 每 个 完全 无 套利 市 场 都 有 十 分 相似 的 价格 
By «— x jp" 结构. 

也 就 是 说 , 在 给 定 的 “历史 ” (So, S 
中 量 pn = ps (S9,5,--- 
b (So, Si .. cay 

在 上 面 所 考察 的 Cox-Ross-Rubinstein 模型 中 , Wb an 和 如 是 常数 (an = a, bs = 


外 在 一 般 情形 下 , 这 些 值 依赖 于 价格 运动 的 以 前 的 历史 , 但 再 次 为 了 价格 的 正 值 性 、 
元 全 性 和 无 套利 性 , 它们 必定 满足 条 件 -1 < an < 0 < bn 


i P 2 (d= 2,N = 1). 设 Bo = B, = 1, 5 = (S1, S2) 为 两 种 股票 的 价格 ， 
So = 58 = 2. 我 们 将 考察 一 步 模型 (N = 1), 并 设 


_ (55i 
as - (A) 


;Sn-1) F, 值 S me Sue=i(} + pn) 其 
Sn-1) 都 只 取 两 个 值 : a, = An(So, 51, 本 和 bn = 
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BRE. ; 县 REEL 测度 P(AS € -) USCS A 


对 应 于 定理 
aj Jj d D 
(s b bs 


在 平面 上 的 三 «eim 比如 
必定 是 仿 射 无 关 的 . 正如 上 面 所 已 经 注意 到 , 这 等 从 


第 六 章 ”随机 金融 模型 中 的 定价 理论 . | 


并 且 所 对 应 的 RC 上 的 三 个 向 量 
Cp 离散 时 间 | 


4 — ay 
reat (o ae i pn 
\ , 


例如 , 设 向 量 | 
l -1 0 
() o) T 


中 的 每 一 个 的 概率 为 1 这些 向 量 仿 射 无 关 , H EREJE EA e ri i - oA 
别 为 1, 1 和 L 的 测度 
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1. 在 无 套利 市 场 上 联系 欧式 对 冲 的 计算 


§la. 风险 及 其 降低 方法 

1， 被 称 为 “均值 -方差 分 析 ”( 参 见 第 一 章 $2b) 的 H. Markowitz 理论 ([332]. 
1952 年 ) 给 出 了 一 种 为 投资 风险 定价 的 途径 和 降低 其 “ 非 系统 ”风险 成 分 的 方法 ; 其 
基础 是 在 构成 (最 优 ) SAE A MAAE. 

在 金融 理论 中 还 有 别 的 最 优化 问题 由 于 “周围 环境 的 不 确定 性 ” (正如 H. 
Markowitz 所 考察 的 情形 那样 ), 它 可 能 有 关 随 机 最 优化 理论 的 问题 . 这 时 ,立即 应 
该 注意 的 是 , 金融 论证 会 带 来 一 系列 对 冲 (关于 “对 冲 ” 的 概念 参见 第 五 章 sb) 
非 传统 、 非 标 准 的 最 优化 问题 , 这 里 的 “ 非 标准 人 性” 在 于 最 优 对 冲 作 为 控制 必须 确保 
满足 某 些 概率 为 1 的 性 质 , 而 不 是 比如 在 平均 意义 下 , 后 者 是 通常 在 随机 最 优化 理 
论 中 所 采用 的 . (关于 均 方 判别 准则 参见 后 面 的 51d.) 

把 对 冲 看 作证 券 组 合 的 动态 控制 方法 在 以 后 将 给 以 特别 的 关注 . 重要 的 是 要 强 
调 , 这 种 方法 例如 对 于 期 权 那 样 的 (衍生 ) 金融 工具 的 定价 来 说 是 关键 (参见 第 4 节 
和 第 5 节 ). 但 是 对 此 还 可 说 得 更 多 ; 也 就 是 说 , 在 期 权 合 约 的 定价 上 , 其 重要 性 已 被 
确认 , 并 且 对 冲 方 法 论 基 础 已 经 被 制作 成 金融 风险 防范 手段 . 


2. 我 们 记得 , 我 们 已 经 在 第 五 章 81b PAA, 其 中 在 最 简单 的 一 步 模 型 
中 , 曾经 既 对 用 来 达到 所 要 求 的 目标 的 初始 资本 量 给 出 公式 , 也 对 最 优 (对 冲 ) 组 合 
本 身 给 出 公式 . 

联系 对 冲 来 求 出 对 应 的 定价 公式 , 也 在 多 阶段 问题 中 有 很 大 意义 , 其 中 投资 者 
的 目标 在 于 以 概率 1 (或 者 在 更 一 般 的 讨论 中 , 只 要 求 以 正 概率 ) 在 以 后 的 确定 时 刻 
T 使 获得 的 资本 不 少 于 某 个 值 , 而 这 个 值 一 般 来 说 是 在 这 个 时 刻 的 给 定 的 随机 目标 

PR. 

类 似 的 问题 以 最 直接 的 方式 联系 着 欧式 期 权 的 定价 , 而 这 种 联系 基于 F. Black 

Mh [44] 以 及 R. Merton [345] 人 @ 的 简明 有 效 的 卓越 思想 : (在 完全 的 无 套利 
) 
期 权 价 格 的 动态 过 程 必定 可 通过 在 对 应 的 投资 问题 中 的 最 优 对 冲 策 
略 的 动态 资本 来 复制 . 


在 美式 期 权 情形 下 , 除了 对 冲 作 为 期 权 支 付 方面 的 “控制 ”以 外 ,还 出 现 新 的 
“最 优化 " sos. 
其 实 , 购 得 欧式 期 权 的 购买 者 是 被 动 交易 者 : 他 不 进行 任何 金融 活动 , 而 只 是 等 
ARRETAN N. 而 对 于 美式 期 权 来 说 , 购买 者 扮演 的 是 主动 交易 者 的 角色 , 因为 
据 合约 条 件 , 他 可 自己 (基于 市 场 上 价格 的 当前 值 ) 来 选取 期 权 的 执行 时 刻 , 当然 


Er Rarere e 
OAR R. Merton [345 只 有 英文 版 中 有 . -一 译 者 注 





定价 理论 . 离散 时 间 

的 框架 下 . EMEN. -= 

在 构成 相应 的 对 冲 组 合 时 ， NA SEMI SEH LE Ay 
^. 这 时 很 明显 ， 买卖 双方 利益 的 对 立 导 致 一 个 带 


要 在 事先 答 定 的 合约 所 限制 

这 种 期 权 的 出 售 者 自 nz 
时 刻 把 期 权 提交 执行 的 选择 机 
NETS CA. i  CONCHEMEU: e 


j &- ERA | 
Md 美式 对 冲 在 下 节 中 考察 (对 此 ,参见 和 


是 ioc 中 的 相应 定 文 )- 

二 如上 而 所 注意 到 , 在 美式 扣 权 中 ,购买 者 的 控制 归结 为 合约 终 上 运作 的 
刻 的 选择 , 或 者 如 同 通常 所 说 ， 归结 为 停 时 的 选择 ， 

这 时 如 果 例 如 , f = off) 是 支付 函数 fi = fie) (i = 0,1,--- N) B 
组 而 购买 者 选择 停 时 + = 7(w), 那么 他 得 到 的 量 为 f= feu). 

我 们 把 f, 表示 为 下 列 形式 : 


T N 
fr=fo+) Ajo fot Iks T)AR. (1) 


k=1 k=1 


我 们 察觉 事件 {k < 7} e Fy. 因此 , (1) 可 改写 为 


N 
fr=f0+ Af, (2) 


k=] 
其 中 a, = I(k« 7) 是 多 -1- 可 测 随 机 变量 . 


A RU 美式 其 的 具体 条 件 对 于 购买 者 来 说 ,是 通过 形式 刚好 为 uk = 


ew MEARE. 

ho EM 的 买 者 也 可 以 通过 选取 别 的 (可 料 ) 控制 函数 a = 

权 (Passport option yg 下 条 件 . 这 种 (购买 者 ) 可 控 期 权 的 例子 比如 有 P 
puon)" (SA [6]) 其 中 支付 函数 有 下 列 形 " 


= (8,), 为 
全 得 对 于 任何 对 出 信者 的 “出 信 者 必定 要 形成 自己 的 (对 冲 ) He n= n(a(w)4) 
5 Pias) 不 小 于 J oy 962) 来 说 在 终端 时 刻 N n 
ÉF, | | 
"Mc e PPL et) 对 冲 和 比如 通过 购买 期权 
在 有 关 生生 金融 工具 的 定价 中 , GE 


00 NN 


N 十 
f(a) = Ems, (3) 


- — 


f 
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在 不 完全 市 场 的 情形 下 , 除 这 两 个 成 分 外 , 还 要 加 上 第 三 个 成 分 , 它 由 “大 自然 
作用 ”来 确定 . 

这 里 的 实质 在 于 : 在 无 套利 完全 市 场 上 , 只 存在 一 个 蒜 测 度 . 然而 , 在 无 套利 不 
完全 市 场 上 “大 自然 " 容许 有 整个 无 套利 测度 的 谱 族 , 而 这 就 是 说 , 容许 有 无 套利 金 
融 市 场 的 各 种 实现 形式 . 

由 这 些 测度 和 实现 怎样 具体 “作用 ”于 比如 某 个 期 权 , 无 论 是 购买 者 还 是 出 售 
者 , 都 不 清楚 . 因此 , 如 果 没 有 某 种 补充 设想 , 无 论 是 出 售 者 还 是 购买 者 的 策略 (对 
vi, 停 时 选择 等 等 ), 都 要 考虑 可 能 的 “最 佳 大 自然 作用 ”. 

在 以 后 引信 的 考察 中 , 形式 上 , 这 将 表达 为 许多 公式 中 都 要 出 现 按 所 有 轨 测 度 
类 的 sup, nix de dt irn] fe “ABR” 的 状况 . 


81b. 对 冲 价格 的 基本 公式 , IL 完全 市 场 


1. 我 们 将 考察 N < co, d < oo 时 的 无 套利 完全 (B, 5)- 市 场 (在 第 五 章 82b 中 所 
采用 的 模式 下 ) 根据 第 二 基本 定理 推广 版 本 的 断言 (f) (第 五 章 826), 这 样 的 按时 间 
胡 散 的 市 场 也 按 相 变量 离散 , 从 而 所 有 可 考察 的 多 w- 可 测 随机 变量 取 有 限 个 值 因 
为 o- 代 数 Zw 由 不 多 于 (ad + 1)w 个 原子 所 构成 从 而 , 在 所 考察 的 情形 下 进行 积 
分 时 不 会 发 生 任何 问题 , 而 完全 性 和 完善 性 概念 等 价 

定义 . 下 列 量 称 为 (多 w- 可 测 偿付 索 求 fw) 的 欧式 完善 对 冲 价格 (比较 第 五 音 
§1b) 

C(fn;P) = inf(z: 3r, 满足 Xj = z, XX = fn (P-a.s.)}. (1) 

由 于 按 假定 , 所 考察 的 市 场 是 无 套利 完全 市 场 MI 

1) 看 在 等 价 于 测度 P AY BRIN RE P, 使 得 序列 ( x) Job (“第 一 基本 定理 "); 

N 


2) 这 个 测度 是 唯一 的 , 并 且 每 个 偿付 索 求 fy 可 复制 , BI, 可 求 得 (“完善 ") xo 
,使 得 X% = fy (* 第 二 基本 定理 ") 


由 此 得 到 , 如 果 v 是 完善 (x, fn)- 对 冲 , 即 x7 以 及 XX | 
: ;fn)- 对 冲 ， = y = P-a.s.), 
(参见 第 五 章 81a 中 的 (18)) : es M Ln 


Jy XX Ug = Sk 
RE Bot deh (È). (2) 
而 这 就 是 说 ， 
UEM. 
即 Bw Bo’ 
_ » EN 
g = Min (3) 


E 
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们 察觉 , (3) 的 右 映 不 依 于 所 考察 的 (s fu) 对冲 m 的 结构 . 换 句 话说 
Baier 那么 初始 价格 了 和 重合 . 
因此 , 下 列 定理 成 立 : 


市 场 上 的 完善 隐 式 对 冲 价格 的 基本 公式 ”)、 在 无 套利 完全 市 


定理 1 ("在 完 M 
上 完善 对 冲 价 格 CUP) 由 于 HAAARS oe 
= fn 

C(fviP) = BoE (4 


2, 对 冲 的 论证 不 仅 要 求 价格 值 C(Jw; P) 的 定义 ， 并 且 也 要 求 完善 对 冲 组 合 的 
描述 . 
求 出 这 种 组 合 的 标准 方法 如 下 (比较 第 五 章 64a). 
RTH M = (Mn, Fn Pinen, 其 中 Mn = E (i Ea . 由 于 所 考察 的 市 
场 是 完全 市 场 , 故 由 第 二 基本 定理 (或 者 由 第 五 章 84b 中 的 引 理 ), 对 于 M 有 也 
S auch 
"uy RA 成 立 : 


M, = Mo Ý nA (2) ! (i 
k=] By 


其 中 w H S, .,- P. 
K 信人 = (8,7), 其 中 yt RE (5) 中 的 T Bn = Mn — vm. PRE, AT 
TEAMS USES RU TER 84b 中 的 引 理 证 明 )， 同 时 ”年 蒜 的 构造 


uL A Mo, E 
以 及 
xv 
A) na ( 
E) (E) -na (2) - 
n B, Yn = OMn. 
RE MERRE O< n< N in ; 
ds "n (n 
特别 是 3 2 ^ | 





B "UNA Mag a 
da 和 (对 于 fy) 的 完善 对 冲 . 
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的 自 融 资 完善 对 冲 r = (8*7), 实现 fw 的 完善 复制 : 


XN 三 Jw (P-a.s.). 
资本 Xz ”的 动态 变化 由 下 列 公式 确定 : 


z In m ~ 
x? = (E |). 0«n« N, 
其 中 的 成 分 T = (如) BER ST dodo da 


= (| ÍN EN “St 
E( 2 |.) -Ea roe (5). lgencN, 
而 成 分 B" = (Bt) 由 下 列 条 件 导 出 : 
Xs = Bn + Sn. 


3、 我 们 在 某 种 程度 上 更 一 般 的 模式 下 来 考察 对 冲 价格 问题 其 中 假定 给 定 的 
不 是 一 个 偿付 函数 fw,， 而 是 一 系列 偿付 函数 fo, fi,--- fu, 这 里 f; 为 多 -可 测 ， 
O<i<N, 

it r= T(w) 为 基 个 国定 的 在 {0,1,---,N} 中 取 值 的 Markov BTR, f- er A 
fo, fis: oh | ÁN 构建 的 最 终 (有 限 ) 偿付 函数 . 

定理 3. 如 果 无 套利 (B, S)- 市 场 是 N- 完 全 的 , 那么 它 将 也 是 六 完全 的 PTR 
得 自 融资 组 合 fr 和 初始 资本 工 使 得 XT = 2 fo X7 = f. (P-a.s.). 

这 一 定理 的 证 明 很 简单 : 我 们 形成 新 的 偿付 索 求 fy = fran; 对 于 偿付 函数 Ix 
的 完善 对 冲 r 也 将 是 对 于 原来 的 偿付 函数 f 的 完善 对 溃 . 

这 时 , 相应 的 对 冲 价 格 


C(f7; P) = min(z: 3r, EX = z, X7 = f. (P-a.s.)) 
由 下 列 公式 确定 : 
C(f.; P) = BEE. (8) 
4. 关于 “基本 公式 " (4) 会 产生 如 下 的 问题 
设 所 考察 的 是 无 套利 完全 (B, 5)- 市 场 , 而 测度 户 是 对 于 规范 价格 E üo pta n 


PUE, 有 益 的 是 把 这 个 性 质 改写 为 下 列 等 价 形式 :向 重 过 得 (和 Se 3) 即 
B B $ 有 


S! Sa » B 
(ss... 5) 是 p.p. 











定价 理论 . 离散 时 间 
TES LL dbi — HÀ 


patt B = (Bann 和 等 价 于 原来 测度 p 的 


第 六 章 


而 在 假定 , 又 有 另 一 个 E) 
g p, 使 得 规范 过 和 了 5) 


pate 我 们 当然 期 待 公式 (1) 中 所 确定 的 价格 值 CUN; P) 不 依赖 于 对 应 的 


(B.P) f (B, P) 的 选择 


正 是 这 样 的 联系 , 我 们 现在 对 下 述 问 题 感 兴 趣 : 为 什么 实际 上 下 列 等 式 成 立 . 


甚至 下 列 更 一 般 的 事实 也 成 立 :“ 价 格 过 程 " 


= fw e IN. 
BE = By ES A (9) 
a g( Iv. [ (BE (m $n) (10) 

(让 (名 ^). 3 By n& N 
重合 


为 此 我 们 假定 ET- = 1 (这 不 影响 讨论 的 一 般 性 )， 于 是 可 引进 (Fu LHE 
MI P, 4 








dP = ZydP, 
dP, 
其 中 2, = LES. rs. P (PL2,) UR P, = (PLE n € N. 
MI P 是 概率 测度 


并 且 按 “Bayes ZA” (第 五 章 83a 中 的 引 理 )， 




















(x 5.)- zé(Ia, I.) 
E ui E Ea 7.) 
l- "3 
zE T. *)-zt(z s.) = 
mE (oe In) = So ^ 
国 S," 
sig Boy PARMIE B gy 并 且 也 按 测度 P JE. 


P, 场 是 完全 
M 2a =, REN, eal 全 市 eH, moa 
式 


= dP, n 
EUR n« N, 
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hFE 
el Il. me( fz, B F, 
BoE (E |an) = E (2° Zw |.) = BE (E s. ): 
这 样 , 公式 (9) 和 (10) 得 证 , 因而 , 价格 值 C(fiw;P) 在 完全 市 场 上 实际 上 不 依赖 
于 折 现 过 程 (B,B,---) 的 选择 . 在 第 七 章 81b rp, 将 对 于 连续 时 间 情 形 (更 详尽 地 ) 
考察 折 现 程序 . 这 里 我 们 只 注意 , 在 许多 情形 下 , 正确 选择 折 现 过 程 可 天 大 降低 求 出 
价格 C( fw; P) 和 相应 的 完善 对 冲 时 的 解析 困难 . 关于 这 方面 例如 参见 第 八 章 $5d 和 
82c 中 的 有 关 “REAR” 定价 的 叙述 . 
5. 这 样 , 在 无 套利 完全 市 场 上 , 求 完 善 对 冲 价格 值 的 问题 由 公式 (4) Sa 
其 中 只 要 取 过 程 B 作为 折 现 过 程 . 这 时 , 如 果 P Bees (BU, 它 使 得 过 B ^ 
H), 那么 向 新 的 折 现 过 程 B 的 转换 也 改变 了 园 测 度 : 它 变 为 与 (11) 相应 的 .由 公式 


dP = — up (12) 


所 确定 的 测度 P. 

在 不 完全 市 场 情形 下 , 存在 多 个 菊 测 度 ,所 谓 对 冲 价格 问题 就 已 经 变 得 相当 不 
简单 ,因为 对 于 两 个 不 同 的 秩 测 度 P, Al 蕊 ,以 至 对 于 不 同 的 无 套利 状态 , ETE 
BE; RE 和 BE, go 一 般 来 说 是 不 重合 的 (参见 后 面 的 lc) 


6. RRR pam eed Se 
讨论 的 说 明 , 我 们 考察 下 列 例子 . 

设 fy 为 按 美元 (USD) 计算 的 偿付 索 求 的 价格 . 如 果 考察 无 套利 完全 (美元 计 
算 的 ) 市 场 , 那么 相应 的 完善 对 冲 价格 将 等 于 BE. 其 中 B = (Ba )ncw 为 美元 银 
行 账户 . 


现在 考察 用 德国 马克 (DEM) 来 确定 价格 的 市 场 。 于 是 用 马克 计算 的 量 fn 
(USD) 将 等 于 fu Sy (DEM), 其 中 


为 时 刻 N 的 汇率 随机 变量 . 
如 果 B = (B,),eu 是 马克 银行 账户 ， 而 相应 的 市 场 也 是 无 套利 完全 市 场 那么 
偿付 索 求 的 价格 In Sy 将 ( 按 马 克 ) 等 于 
a ESNfN 
BE 
后 把 它 转换 为 美元 就 变 为 


SBE BE 








型 中 的 定价 理论 MENA 


as mne — 


RM, creer, E 
竺 的 重合 ， REE MRT AIR G 
sse (Se o.) - Be (E 3l (13 

E N 


; . {DEM 
， 被 假定 是 无 套利 的 , 其 中 Sn = (oso). 


s.) = Sn 并 且 如 果 有 Z, = Py 
Bn dp 


n 


: 5 E IN 
使 得 美元 价格 与 价格 NS 有 自然 其 





DEM- 市 场 考察 的 汇率 S = (Sn)né 


aS a aat (5; 











那么 按照 "Bayes 公式 "， 
Sg (Sw sa) P-a.s.). (14 
S ël] n ( a.8.) | 
由 此 得 到 ， ? Te 
AME. z| oN DN 
-— -E[|I—-.2—-Z2 Fy, ` (15) 
SUUS RM 
如 果 USD 市 场 也 是 无 套利 的 ,那么 (=) EPR, 而 这 意味 着 
n/n£N 
n - SN 
B, Fn): 
HY (15) 和 (16) 以 及 USD -市场 的 完全 性 假定 , 即 测度 P 的 唯一 性 假定 , 这 就 得 到 
iP a 
By dP 
(HERR (12)) 以 及 对 于 所 有 n < N 有 
B. dP _ 1 (18) 


IH au * 
sr ORME pi E P= Ue N 
$1c. 对 冲 价格 的 基本 公 趟 " Modi : 


1. 正如 在 


立 的 ， P 


C(fy; P) = ByE IN. (1) 
By’ 1 


bn 
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ap EE 





got E 为 按 (唯一 的 ) HIME P 的 均值 , 而 s 关于 POM 

关于 对 冲 价 值 的 类 似 问 题 自然 也 可 对 不 完全 市 场 提出 . 然而 , 由 于 在 这 样 的 市 
场 上 , 对 于 自 融 资 组 合 的 完善 对 冲 已 经 可 能 不 存在 ， 故 就 要 改变 对 冲 价格 (价值 ) 的 
定义 以 及 也 要 略为 扩充 我 们 在 完全 市 场 情形 下 运作 的 自 融 资 策略 类 

我 们 记得 , 对 于 完全 市 场 的 自 融 资 策略 m = (0,7) 的 资本 x7 实质 上 可 用 两 种 
方法 来 定义 : 或 者 定义 为 


Xp = bnBn + Ynon, (2) 
或 者 定义 为 à 
XZ = Xg + > (BABk + kA Sk), (3) 
k=1 
详情 参见 8la. 


在 所 定义 的 关系 式 中 , 形 为 (3) 的 资本 表示 式 更 受 重视 , 因为 它 直 观 地 说 明了 资 
本 形成 的 动态 变化 : Xp 是 在 XT 中 初始 资本 的 贡献 , 而 资本 增 量 为 


AX? E BAAB, 十 ^n A S5. (4) 


现在 为 了 考察 不 完全 市 场 上 的 对 冲 问 题 , 有 意义 的 是 除了 组 合 r= (3,7) 以 外 ， 
还 要 引 人 消 费 过 程 C = (Cn>o, 它 是 有 多 -可 测 成 分 C 和 Co = 0 的 非 负 不 减 
ID. 

这 种 情形 实质 上 已 经 在 第 五 章 81a 中 考察 过 , 并 称 之 为 带 消费 的 情形 , 那里 取 
R (4) 的 是 假定 资本 Xo 的 增长 动态 变化 ; 它 与 组 合 r 和 消费 C 的 对 应 关系 式 为 : 


AXnC = B, AB, + 14 AS, — ACn, (5) 


这 里 B.AB, + yAS。 是 组 合 值 与 “ith” 变化 AB, RI AS, 所 确定 的 贡献 外 , 而 
AC, 刻画 了 资本 在 消费 上 的 资本 “ 流 ”( 也 包括 例如 与 组 合 改 变 本 身 相 联 系 的 所 需 
费用 ). 

这 样 一 来 , 我 们 现在 假定 , 策略 (m, C) 对 应 的 资本 XS (类 似 于 (3)) 用 下 列 公 
式 来 确定 : 


XS Xp. 3 (AB. +%ASk)-—Cr, n21, (6) 
k=l 


ATO S, AC, 
n SE d a! tx 2 ] 
A( B, ) md (32) Bai à $ 


ii 如 果 令 成 =6- Ag 那么 由 (6) 求 得 


它 等 价 于 











n 
XRO = XT + M (BLAB, + AS). 
kal 


——— eut ande m Lan ul ai 
中 原版 和 英文 版 在 这 里 都 遗漏 Bn. — Wen 


m 
"n r3 
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(3) 中 Ay 为 Fk- PW, 那么 


x 
fec 


) 十 分 相像 . 然而， dii AA 


这 个 公式 与 (3 


s EE T 对 于 某 个 7 = (8, 7), 资本 XR = fy (p. 

E SERERE AME 当 所 考察 的 容许 策略 类 扩充 时 mi 
acis pr ) ERR fN- 正如 在 下 面 导 入 的 定理 证 明 中 变 得 明显 al 
ppc ipei (s.c) 合 得 xno = fu (P-a.s.). 这 也 是 除了 组 合 r 还 要 
Me cau Biel 但 是 男 一 方面 , 带 “消费 ” 的 策略 类 的 引入 同时 还 有 
附加 类 型 为 ACn 2c»0 的 限制 ， 它 有 明显 的 经 济 含义 . 


1 定义 我 们 称 下 列 量 为 (Fw- 可 测 的 偿付 索 求 fv 的 ) 欧式 对 冲 上 价格 : 
C" (fy;P) =inf{z: 30r, C), HE XG = 2, XET > fu (P-a.s.)}. (7 


xs. 除了 对 冲 上 价格 还 可 以 引 人 对 冲 下 价格 (参见 §1b 中 的 定义 ). 以 后 将 只 
考察 上 价格 , 为 简单 起 见 , 也 经 常 称 它 为 价格 . 

设 Sp) 为 所 有 等 价 于 测度 P 的 的 测度 P 的 全 体 . 假定 (P) Z o. 

在 无 套利 不 完全 市 场 上 的 定价 理论 的 中 心 结果 在 下 列 命题 中 给 出 , CH TA 
X (1). 


定理 1( 不 完全 市 场 上 的 欧式 对 冲 价格 的 基本 公式 "). 设 fy 为 非 负 有 界 FT 
测 画 教 . 在 无 套利 不 完全 市 场 上 的 上 价格 C*(fw;P) 由 下 列 公 式 确 定 : 


Cl(fn;P)= _ Sup BoEs I2. (8) 
Pes (P) N 
其 中 Es ARM P 的 均值 
这 个 结果 的 特殊 情形 我 | 
的 定理 1; 也 参见 93) 们 已 经 在 前 面 对 于 一 步 模型 的 情形 建立 (第 五 章 $1c 中 


公式 (8) 的 证 明 中 的 a f 
SHS. 证 明 esie 可 选 分 解 " (参见 后 面 的 82d), 其 证 明 在 


* 
M. Quene 的 著作 tag 和 站 得 到 公式 (8) 的 第 一 批 著作 是 N. El Karoui 
% (99), (163, 164] LFI D. O. Kramkov 的 著作 281); "3e EI e REUS 


3. 定理 证 阴 . B (c 


TR QU gut Ha dx tib, op Xo^-z HXCLC2JN (P-as 小 





RAM (2. o 
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而 这 就 是 说 ， 对 于 任何 测度 P € JP), 


BoEe 7^. <2, (10) 
N 


因为 由 第 二 章 gie 中 的 引 理 得 到 Es x xA (2) = 0, 而 由 (9) 导出 不 等 式 


由 此 得 到 
sup BeEg S < Œ P). 11 
Pep) i P By (i P) (11) 


为 了 证 明 相 反方 向 的 不 等 式 , > 


fn 
Y, = ess sup Es | — 1.24], 
eot 1 T^ ) ns 
其 中 本 性 上 确 界 Y, 根据 定义 为 多 -可 测 随 机 变量 ， 它 一 方面 对 于 任何 测度 P e 
PP) 满足 不 等 式 
f. 


hs 


而 另 一 方面 具有 这 样 的 性 质 (“ 极 小 性 "): 如 果 有 另外 一 个 量 Y, 也 大 于 (13) OAR, 
那么 Y, < Y, (P-a.s.). 

正如 在 $2b 中 所 指出 , 序列 Y = (Yn, 2, )uew 是 关于 任何 (0) 测度 Q e AP) 
Bee B 





Fn) (P-a.s.), (13) 


Eo(Ynsi | Fn) < Yn (Q-a.s.). (14) 


我 们 记得 , 由 经 典 的 Doob 分 解 (第 二 章 81b) 得 到 , 对 于 每 个 具体 的 测度 Q 可 求 
f$ M9 = (M2 Fn, Q)oencn, MS — 0, 及 可 料 不 减 过 程 AS = (AQ, 多,_1, Qhenen, 
AG = 0, 使 得 

Y, = Yo + M8 — AL. (15) 

尤其 引 人 注 目的 是 这 样 的 事实 : 如 果 Y = (Yn, Fa) 是 关于 族 (P) 中 的 任何 测 

BE Q ER, 那么 对 于 Y 的 下 列 普 适 ( 即 , 不 依赖 于 Q 的 ) 分 解 成 立 : 


Y, = Yo + M, = Su, (16) 


其 中 M = (Mn, Fn) 是 关于 任何 测度 Q E PP) HR, 而 C = (Cn, Fn) 是 某 个 有 
Co=0 的 不 减 过 程 . 

我 们 强调 , 如 果 在 Doob 分 解 (15) 中 , 过 程 49 是 可 料 的 ( 即 49 为 ix, seu] 
W), 那么 在 (16) 中 过 程 C = (Cn, Fa) 仅仅 是 可 选 的 ( 即 已 , 为 Fn). 





, 
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en 
il - 
VU ~ 
着 这 一 状况 ， 分 解 (18) gignit M = (Mn, Fn) liz 
[RENE VS a y = (Ya Fa) 可 使 ny Fn) J 结 构 具 休 
应 用 于 (12) px Y =| 
Ww E: 
化 为 ts 
Ma = >》 1A Bx : (17) 
k=l » b 
Xp 3 = (5,5 i) 为 某 个 可 料 过 程 (我 们 强调 ， 这 个 事实 远 非 平凡 ， 其 证 明 类 人 
ey = Tm on 


x ur BH. 参见 82d.) = : r= A 
Fer ARX T HY, 我 们 现在 构建 组 合 F= (和 


C *C ÍN Y 2G 
ume c, 使 得 对 应 的 资本 XTC WE XG = Bo sop, EE By 以 及 XN > fy 


Pe SP) 
由 此 当然 就 得 到 Tr fn 
C'(f;P) & Xo = Bo d. Es BU 
并 且 它 与 (11) 一 起 导致 等 式 (8). " 
所 要 求 的 组 合 天 = (3,7) 和 消费 过 程 C, 我 们 以 下 列 方式 定义 : 
B = Sn 


Yn = nos Ya- nw 3 18 
(1774 bn=7} B. (18) 


Cr =Y By 1A0,, (19) 
k=1 
Job C B ERATE HR 
对 于 这 样 定义 的 示 和 C, 其 初始 资本 


EO a » 
Xo = BoBo + Yodo = Yo Bo. 


在 带 “消费 " 的 

PALA 下 情形 下 , 我们 认为 (参见 第 五 章 1a 中 的 第 4 点 ), 资本 增 量 通过 
AXR = BAB, Ex A z (20) 

正如 我 们 已 WH MASA AC, 

经 注意 到 , 由 此 得 到 (也 可 与 第 五 章 Sia 中 的 (27) 相 比 较 ) 
xs s. 

: 的 USA (=) -ACn (2!) 

由 (16)-(19). ds By, 

Xi 
以 及 由 于 AS y 
f = = Yo, i 
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一 一 一 —-— 


这 样 一 来 , XT = fu, 因而 , 所 构建 的 带 有 初始 资本 (z, C) 的 策略 


Xa = BoYo = Ba sup TELA 
Bama BN 
用 来 刚好 实现 完善 对 冲 : : 
Kw = fn. 
由 此 得 到 | 
C*(fn;P) < Bo sup Ey ~ 
Pe N 


Pc (P) 
t5 (11) 一 起 就 (在 具有 “可 选 分 解 ” 的 假定 下 ) 证 明 了 所 要 求 的 公式 (8) 
定理 1 得 证 , 并 且 类 似 这 个 证 明 , 还 可 建立 下 列 命题 (比较 ilb 中 的 定理 2). 
定理 2 (“对 于 完善 对 冲 及 其 资本 和 消费 的 基本 公式 ")， 在 无 套利 市 场 上 存在 自 
融资 对 冲 at = (0,37) 和 消费 Ct, 使 得 对 应 的 资本 XE = BIB. cS. 按照 对 应 
d) RET" AXT = BAB, +9245, — AC; AMR, 这 时 ， 
T" ”人 : a a fn 
X =C*(fn;P) (- sup ses) - 
Pe (P) N 
以 及 
XX = fw (P-as.). 
资本 Xx HH ROG TAXAxX. 


XT = Bness sup Es (£ |s-) 
Pe (P) By 


成 分 +" = (42) fe C* = (C2) 由 下 列 可 选 分 解 得 到 : 
fn in .< Sk ^. AC; 

ess sup Ez (£ Fn) = sup Es— + va (zt) -- — 
Pear) | NBN | RESP) ° By 2i Bi 2 Br: 


而 成 分 B = (95) 由 条 件 XT = {Bn + Vasa 得 到 . 
Sid. 关于 均 方 判别 准则 下 的 对 冲 价格 计算 


1. d fy = fw(w) 为 某 个 zw- 可 测 偿付 索 求 .在 无 套利 完全 市 场 上 , 交易 者 有 
APIS T MUN T r 和 某 个 策略 r 在 下 列 含 义 下 精确 复制 fy: 以 概率 1 满足 
A(T) = fw. 
在 不 完全 (无 套利 或 套利 ) 市 场 情形 下 , 局 面 陡然 复杂 起 来 , 期 待 fy 的 精确 复 
制 已 经 不 再 发 生 ， 


一 IRS? mM 


wo Fru 








ena. WENNS 
a “= 
上 怎样 计算 对 冲 价格 C* (fw; P) 的 问题 Mus 


gat 风机 全 各 横 弄 中 
Sx 
在 Si eam TERT (P-a.s.). 
gore game A E, STED CGU 
x P, RM" 
em c 的 转化 ) 
gi fw (没有 向 度 问题 是 在 一 定 意义 下 足够 满意 的 规定 ， 并 且 以 pe 
关于 测度 ， 问题 的 获得 精确 儿 的 可 能 程度 等 等 来 确 定 ， 


ERIEN AZ 
"nin Ry(r,2) = EXA (E) — fT" M 


来 度量 复制 质量 ， 它 用 来 在 一 系列 情形 下 求 得 “最 优 的 " z” 和 mn, 达到 E[Xx(z)- 
fs? 的 最 小 值 | ^er 
inf Ruri) = Ry(7*; £"). (2) 

2 我们 将 假定 (LF, (Fahnen P) HREM BASS, F = (0,0), 
Gy =F. I S- (51, Si). H CVE HI HOT 9, H ESA < oo. 

Ee UPR ORAM Ps, 且 平 方 可 积 , 则 在 满足 EX (x)? «x 
的 策略 类 中 , 最 优化 问题 (2) 可 以 有 简单 的 讨论 . (我 们 强调 , xx EB EU BERNE 
唯一 性 ,也 就 是 说 , 没有 假定 市 场 的 完全 性 .) 

& r- (9. Y, RP Y= i)a, 以 及 


n n" d 
Xz(z) 2 z4- F (w, AS.) =i+ J. (x siasi) j 
k-1 k=1 Vil 
为 带 可 料 的 节 (i= 1,- d) 的 策略 7 的 资本 . 
由 于 序列 (Xr(z))ncw fe 故 
EXW(z) = z. j 


如 果 令 = XK(z) — fw, 那 


ARDANE Be? = (Ee)? + Ef gg RIRA 
Rwiriz) = [fy a 
下 面 将 指出 


对 于 : 
(1*,2), 使 得 Ralte) > 人 有 EC < oo 的 点 对 (7,2), ap aae t 
由 此 和 (5) 将 导出 ing | i 


*EXR(z) — z) — (fw — Efn). 6 


iT), XH T* . T" > 独立 于 
= ui Rvír;z) XA. aT o s A 


bus 0 


n*i di E( / T 
h= aoe e) g 


n)* EL 
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— 


fan FEM Le = (Lijnen: 
N 
Li, = E | fu ~ 2 06 AS) | Fn} ~ 2 - 
k=] 
显然 , fw AFIA 


N 
fn=xrt S (k, 43i) + Dy. (9) 
k=] 


运用 定义 (7), 可 直接 断定 
E(AL; - (35, AS5) | Fn-1) = 0. (10) 
我 们 察觉 , 这 个 性 质 等 价 于 两 个 平方 可 积 园 Qe 和 (SOLAS) EFAN 
=l n<N 
含义 下 “ 正 交 ": CMT, 在 这 方面, 注意 到 下 列 这 点 是 有 益 的 : 在 “一般 


Wie" 中 , 分 解 (9) 称 为 “Kunita-Watanabe 分 解 ”. 
由 (9) 和 (10) 我 们 求 得 , 对 于 任何 点 对 (0,7), 有 


i 2 
Rw(m;z)—E 区 一 ( + Easo) 


k=1 


^ 2 
=E co: — Yr, AS_) + is 


=} 


e 2 
—E |o: 全 mAs) + E[Ly}? 


k=1 : i 
> EILN] = E |^ - (= + Xoias) 
k=1 
= Ry(1*;z) 2 Ry(n^;z*), (11) 


并 且 这 里 第 一 个 不 等 式 当 y= 六 时 变 为 等 式 . 
这 样 , 下 列 定理 得 证 : 


定理 . 设 原来 的 测度 P LPM A. 那么 在 问题 (2) P, ( 按 均 方 判别 准则 的 ) MH 
对 冲 "= (y, 74) 由 公式 (7) HR, z* — Efn, JE. 


N fad 4 
Ry(x*;2°) =E | " (z + wu (X wast) )| . (12) 


zl Wkes] 


KE. 在 测度 P 不 是 (对 于 价格 S 的 ) 鞠 测 度 的 情形 下 , 最 优点 对 (e) 的 实现 
问题 及 其 求解 方法 变 得 相当 不 简单 . 关于 这 方面, 参见 例如 H. Filimer, M. Schweizer 
和 D. Sondermann 的 著作 [167], [168], [430], 也 参见 著作 [194] 和 [195]. 
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. 离散 时 间 
第 六 车 gue MUR e S —— SS — 
FET rg , Nae HERES, TELE ERE x y 远 期 合约 作用 的 自身 机 理 ,( 带 符号 的 \ 2 | 
xm, KEM na 2 esc te ERES, IE AE TEX jj pjk, I EE E ADLER, ( 带 符号 的 ) 分 红 总 客 过 程 有 下 列 结构 : 
家 的 均 方 判别 准则 下 的 对 冲 问题 时 产生 的 D,—-0, n&k«N, 
(3) 
元 期 合约 和 期 货 合约 
.在 利 观念 怎样 用 来 计算 远 期 和 期 货 的 “ 远 期 ”合约 价格 ug tne 
1. 在 本 节 中 将 指出 , AE 全 的 _ 样 是 金融 市 场 上 的 十 N= Sw — Fa(N). | 
m d 合约 价格 而 远 期 合约 、 期 货 合约 与 期 权 合 2 "y n 上 的 重要 ‘ | (4) 
FLA - i 由 (1) 和 (2) 得 到 (也 参见 第 五 章 §la 中 (24)) 
e. 1 -A T3 
根据 第 一 章 gle 中 给 出 的 定义 ， TARAMA EEKAN ENARE EAEN ? ( x; ) APR 
(suc iip “期 货 ") PREMISES Rd (DED). B] ^ B,' (5) 
尽管 远 期 和 期 货 两 者 都 是 买卖 合约 , 它们 之 间 还 是 有 本 质 区 别 . 
远 期 在 本 质 上 完全 就 是 在 感 兴趣 的 双方 之 间 的 买卖 约定 , 没有 任何 中 介 . 从 而 go xoa 
期 货 也 是 买卖 合约 , 但 买卖 双方 是 通过 清算 机 构 的 中 介 在 交易 所 中 签 定 的 , 后 e e. wot, <N. 和 
者 确定 签约 双方 的 相互 结算 , 并 且 是 协议 条 件 的 担保 方 ， au F 
E ; n 显 , 对 于 在 时 刻 n 成 交 的 远 期 合约 有 %Y = 0, ken 以 及 ux 
. 假定 , 买卖 所 涉及 的 资产 市 场 价格 由 随机 序列 S = (Skew 来 描述 , FOP N 很 明 w=0, k< Deae 
RUM canti (0 BB ko n1 成 立 , 其 中 a 可 解释 为 所 购买 的 资产 3 的 单位 ie 
显然 , 如 果 协议 在 资产 的 市 场 价格 为 Sw 的 时 刻 N 成 交 , 那么 对 于 “ 远 期 "和 | íi (6), a pd ee 
“期 货 " 价格 的 任何 自然 定义 , 它们 的 值 必 定 等 于 Sy. 当然 , 另 一 方面 , 如 果 合 约 在 | gy = Bt — ) (7) 
时 刻 n < N 成 交 , 这 里 的 主要 问题 就 在 于 (在 无 上 ) 怎样 理解 公平 台 药 " > 
? < REF (在 无 套利 市 场 上 ) 怎样 pn ust. 
为 了 形式 化 的 目的 , 我 们 将 认为 , 所 考察 的 是 第 五 章 gic 中 的 (m 3) -市 场 模式 |。 PIVER (B, 5) HG RARA LEW, RII P RANE RRE, 
其 中 B = (Ba) 是 银行 账户 5 = (Sn) 是 签约 双方 所 感 兴趣 的 资产 (如 果 认为, 所 考 。 | ERUIT) q JEn. 
waits un ole pa 那么 在 无 套利 性 的 假定 下 , 这 并 不 使 忆 | 现在 假定 , 多 ,- 可 测 价格 FUN) 满足 
现在 我 们 转向 在 Sla 的 第 4 点 中 所 描述 的 带 “ 分 红 ” 的 情形 , 其 中 购买 者 相应 | y (a -Fa | s.) Key Ede (8) 
于 策略 = (5,5) 的 资本 X = (Xr) c 由 下 列 公式 来 确定 : | Rad E 
x? | RI, 设 
n = BB, + 'I1nAÀD,, (1) i Sx ) 
而 其 变化 由 下 列 公式 确定 : | ETSI, 
j | FN)  — 4 — us E : 
AX? = BnAB, + ‘nADn, (2) Es t Fa) 
其 中 yn 是 所 购买 的 资产 4 TR 
红 总 额 (可 取 负 值 ) 过 程 ， Ac BHD = (Du), ca BRRR S A Pay i ug (10) 
我 们 将 在 所 考察 的 远 期 合约 Eg nA = Es 
的 “公平 价格。 “的 和 贡 货 合约 情形 下 指 述 分红 结 构 ， 并 由 此 得 到 它们 这 就是 说 ,在 时 刻 n HERJA » es p. (N) 成 交 的 远 期 合约 是 无 套利 的 
3. 设 远 后 约 在 时 刻 ， RZE, SEA, M iri Xz =0 ua pute se nap epe m BERE I. T 
格 ( 换 句 话说 , 远 期 价格 ) 等 于 eu ans scan 都 同意 , EF (LT Fos "m 2) 在 这 一 含义 下 称 为 远 期 价格 的 值 Fa(N) 自然 应 该 看 作 远 期 合 


ES 





"U(—Mr—— M 
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大 章 ， 贿 机 金融 本 型 中 的 定价 理论 SEMA 


510 EL r ls pem 
—— [de ^r E 25 p Ace 7A = ®,(N), 而 Dy = (N 2 
XM. YN -套利 性 假定 导致 是 Dn " 如 is N | Sy. DR. H (15 of n 
我 们 察觉 , [B,S)- 市 场 的 天 gi -形式 ， ) 求 得 选择 
: s(a) <2 人 为 
P By rn By, Pn(N) 一 Es(Su | Fn), né N! 
; Y —— (16) 
因此 , 由 (9) 我 们 求 得 无 套利 远 期 价格 FUN) HIERAR | ag mme a HUE TI. 
(11) it. ik B= (Bn)ngN 是 确定 性 序列 . 那么 ， 显然 





S 
6,(N) = Es (zt 





$.) TR rs "Bn, (17) 
4 现在 我 们 转向 期 货 价 格 . 设 这 一 合约 在 时 刻 n 以 多 -可 测 的 具体 (期 货 ) 从 
格 e,0N) 成 交 . 合约 签 定 以 后 ， 就 进入 由 清算 机 构 来 实施 的 相互 文 付 的 机 制 , 以 简 
要 的 形式 来 说 (不 考虑 有 关 保 证 金 账户 ` 该 账户 中 的 保证 金 存 款 等 等 的 细节 ), 它 可 | 
带 符号 的 ) 分 红 的 术语 描述 如 下 . | 
= etie cl 期 货 的 市 场 价格 变 为 ua (UN), 并且 Ba (N) < 9.(N), 那么 2 在 无 套利 市 场 上 联系 美式 对 冲 的 计算 
购买 者 就 要 在 出 售 者 的 账户 中 打 人 金额 S (N) - Pnt QN). 如 果 Patil N) > 9.(N) | 
那么 相反 , 出 售 者 就 要 向 购买 者 账户 打 人 人 金 客 B41(N) 7 94(N). | 82a. 最 优 停 时 问题 . LARERE 
EEAS ^. 1. E ilc 中 所 引入 的 序列 Y = (Yn) 关于 族 (P) 中 的 每 一 个 测度 的 上 鞠 特 全 
化 并 不 出 人 意外 , 只 要 把 (12) 中 的 ess sup 运算 解释 为 “最 佳 " 概率 测度 选择 的 最 优 
化 问题 . 在 这 样 的 理解 下 , 我 们 感 兴趣 的 是 上 炽 性 质 无 非 就 是 广为人知 的 价格 过 程 
XE (“Bellman 函数 ") 在 随机 最 优化 问题 中 所 满足 的 “最 优化 原理 ) 的 断言 之 一 . 
Dn = fo + b bs, (12) 这 种 问题 的 特殊 情形 是 某 个 随机 序列 f = (fone 的 最 优 停 时 问题 , 由 对 它 的 
讨论 来 开始 叙述 最 优化 问题 中 的 “上 默 特征 化 ”问题 是 适宜 的 ,把 这 一 情形 专门 分 
离 出 来 讨论 对 于 联系 后 面 考察 的 美式 期 权 (其 中 期 权 购 买 者 有 权 选 择 执行 时 刻 , È 
也 可 在 这 里 看 作 “ 最 优化 元 素 *) 也 是 适宜 的 ; 与 此 相 联系 的 还 有 在 这 一 情形 下 , 明确 


kgs (1) 相 比较 , 我 们 就 得 到 众所周知 的 事实 : 在 B = (B) Sub 
YT 远 期 价格 和 期 货 价 格 相 重合 


bn -9.N)-9.a(N) n>. 


以 至 AD, =5,,n 21. 
由 (6) 我 们 求 得 (比较 (7) 


T 一 N 
< z Fun S. AD, (13) 用 来 作为 取 ess sup 的 对 象 类 必须 “足够 丰富 ". 
M v k-n4l Br 2: 设 / (fa, ) 是 某 个 (Q F (Fn) P) 上 的 随机 序列 Po = 
Al TE Ue 7 we > J = (Jn: Fnjocn< | (Tn)osngN, P 
ENS AHIMED 由 此 我 们 断定 , 如 果 B (B, S) | (2,0) Fy — 9. 我 们 将 假定 Elf, < oo 对 于 所 有 n <N coo MAL 
么 在 价格 So(N)，… (UN) 上 的 条 件 我 们 感 兴趣 的 问题 如 下 : 
N 1) 求 (价格 ) 函数 
E; AD, | 
2 bi, [s is.) =0 (4) VW sup Ef. Ww 
gg eis 的 期 货 无 套利 . Rh sup 对 于 所 有 满足 n < r < N 的 停 时 r 的 类 ans 来 取 ; 
R, X P EAD (D), c Æ à; 对 于 任何 2 求 出 最 优 停 时 (在 目前 的 局 面 下 它 存在 ) 
^20 EQ) HME. IK, 由 可 料 序列 pee co 现 | 的 一 般 情形 下 (于 是 类 tz 是 所 有 
序列 p 在 考察 也 s 2 fies F ( 
FAD = (Dancy WOME TE 反之 也 成 立 有 td 仅 对 于 有 限 “视野 " 的 


iod 72 n 全 体 ) 来 陈述 (参见 后 面 的 第 4 点 ), 而 公 在 这 一 情形 下 , ARM 


来 陈述 ajn 
E&(Dy | F) =D, (18) dk seis 主要 原因 在 于 这 一 情形 处 置 比较 初等 , 同时 


A 它 也 是 求 出 对 应 最 优 停 时 的 价格 Va 的 基本 方法 


2 











zo. mmt 
各 了 模型 中 的 定价 理论 NEMO 
es y MASBATTSE 





N one NG 
3. 我 们 以 下 列 人 为 方式 引信 序 列 yN = (Ya )osngnN 


yA = In, 


4N = max(fh, E(7A | ¥n))- (2) 


又 对 于 0< ng N, 令 


Wu mM 
^ =min{n SiS N: h=% } 


下 列 结果 是 在 有 限时 间 区 间 0< mn < 和 中 关于 最 优 停 时 问题 理论 的 中 心 结果 
之 一 ; 比较 [75; 第 3 RE), [441; 第 2 E. 

定理 qp odd AX, (2) 定义 的 序列 Y = (Yn new 和 时 划 7 Oc n«N, 
具有 下 列 性 质 : 

(a) 7 € gn: 

(b) E(frn | Fn) = Ini 

(c) Ef. | Fn) € Ern | Fn) = W ATEN TEM 成 立 ; 

(d) YN = ess sup E(f, | Fn) 特别 是 4j = sup Ef, = Efry; 

remy remy 

(e) y = E>. 

TEAR. 为 了 在 这 个 证 明 中 直到 第 3 点 末 简 化 记号 , 我 们 将 总 忽略 指标 N, 取代 
y, VA, nN, 7， 将 记 为 s Vas Rs Ta: 

性 质 (a) 由 7 的 定义 得 到 . HERR (b) 和 (e) HF n= N 显然 . 下 面 将 用 向 后 归 
纳 法 来 进行 讨论 . 


设 这 一 性 质 对 于 n= N,N 1,… ,k 已 经 建立 , 我 们 指出 , 它们 也 对 于 = 人 -1 
满足 


WreMm, MAE Je. SF = max(T,k). R, T € My 以 及 考虑 到 
{7 > k} e Fer, 于 是 对 于 Ac F,_,, 我 们 求 得 
E[IAf.] = E[L (4 1/7] + E[L45(754 fr] 
= ElLan( 1) fai] + Elan 344 E(f | Fr-1)] 
= EL iy fy] + ELan tes) E(E(fz- | Fe) | —1)] 


-E 
an (r=k-1) fai] + Enc Ely | .多 x_i] 
S E[LA..1], 


中 最 后 一 个 不 等 式 由 (2) 得 到 
Jb, Ef. |... 
只 需 指出 170 < hi 为 使 所 要 求 的 断言 (b) 和 (c) 对 于 n = k- 1 BO 


(3) 


Efe. |.) = ^fk--1. (4) 
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el Saas 
yi RI (3) 中 的 不 等 式 链 , 并 指出 , 对 于 r= ni, 其 实在 (3) 中 我 们 总 


有 等 式 成 立 
Ef E 在 集合 nci» E) E 根据 noa 的 定义, 我 们 有 + n 并且 由 于 
归纳 假定 ， Elfan lF) = mo 故 在 (3) 中 ， 


Efla fri] = Elan cin fia 
+ Efl angrez (EU, | Fe) | Fri) 
= E[LAn(r, ik 1) J-1] + Eflani. 12k) En | F,)] 
= E[747x-1|， 


其 中 最 后 一 个 等 式 (根据 定义 ) 由 yk- = max(fy a, E(. | Fe-s)) Fl = fy E 
{m1 = 上 一 1} 上 成 立 得 到 , 而 在 集合 (na > k-1) 上 我 们 有 fri e. (这 就 是 
说 在 这 个 集合 上 Yk-1 = tO | Fx-1)). 
这 样 断言 (b) 和 (c) 得 证 , 因而 断言 (d) 也 得 证 . 最 后 , ART re my, 
B (c) 
Ef, < Ef, = ETk， 


HV, = sup Ef, = Ef, = Eve, 即 断 言 (e) 成 立 . 
TEM, 


注 1. 在 上 面 引 人 的 证 明 中 , 曾经 利用 这 样 的 事实 : 如 果 eoe Me 那么 时 刻 
F= max(r,k) 包含 在 Oy rp. 在 我 们 所 考察 的 情形 下 , 干脆 假定 , 类 m, Wa 
HR. 在 这 一 含义 下 , 可 以 说 , 类 M (k <N) “足够 丰富 ”. (关于 这 方面 参见 第 1 
AR.) 

推论 1、 序 列 y= (mhen SER EBD 9 是 在 下 列 意义 下 优 于 序列 f = 
(fr)jngw MX ER: 如 果 T = Ganen CELER, 并 且 对 于 所 有 n <N 满足 
Tn > fa, MA Yn € Fn (P-a.s.), n € N. 

RK, Y= (yn)nsw 是 优 于 f = (fa)nN AY pua (2) 可 得 

同时 , 很 明显 , Fw > fv, 并 且 对 于 mn <N, 

5 
RE 由 " 
由 于 yy = fn, IK 3N > fn, FFA 


YN-1 2 max( fiv—1, EUN | 981) 
2 max( fw-1, E(YN |. -1)) = "N= 


壬 似 的 方式 可 指出 ‘Yn 之 Yn 对 于 任何 n t€ N- i ARAL. 
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gne suena hE n o 


——— 
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— 


推论 2. 在 上 推论 中 陈述 的 


i vg, = max(far Enea Fn) he (6) 


LEN 对 于 每 个 满足 不 等 式 组 


— 


外 果 可 改写 为 : 如 果 y= (yngN 是 下 列 递 推 方 


其 中 yn fo. BA eS | 
^n 2 max( fa, £41 | Fa)) n « N, (7) 


y= (7 RD. 
以 及 aw > In 600 57 (Fn nev E 1 
我 们 指出 , 在 所 有 这 样 的 解 7 = Gn)ncn 中 表示 为 Y= CYn)ngN 的 最 小 解 存在 ， 


BWR ww = fn 的 方程 组 (6). 
S Fy = fn HU n< NW 


3, = max( fn, E(In+1 | Fn))- (8) 
wa 对 于 所 有 n <N, 有 0, > fa HAY = (7n)nsw R re. BTE 
y= (yanen 具有 最 小 性 质 , 故 

max( fn, E441 | ¥n)) = Tn = M. (9) 
因此 , 对 于 n < NA 


max( f», Eng | Fn)) = ín 2112 max( fn, E(yn+1 | Fan)), 
URMF n=N, 有 
ÍN = Fy 2 YN 2 Jn. 
这 样 , yw = Fy = fn, 并 且 由 (9), 对 于 所 有 n< N, 有 
7" 73 "In: 


尤其 是 ， 优 于 序列 f m (fu)ngN a) ee) Ete 了 三 inne 满足 带 有 YN = fn 的 
方程 (6). 


推论 3. 时 刘 


7 =min{0 i« N; f, - 4N) 


EI ERIPUIT 


«up e= ett 40") 


0 " 
m; spine E SIDE 的 情形 的 推广 问题 . 更 确切 地 说 , 我 们 将 假定 
以 后 我 们 将 以 ne 表示 类 me. M o € 9, 有 T=7(w) 的 有 限 Markov MAK 


2. 在 无 套利 市 场 上 联 系 美式 对 冲 的 计算 
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d esae 
git f = (fas Fa)nzo 是 给 定 在 (Q, F, C9. )nso P) 上 的 随机 序列 ， 
Va = sup Ef,, 
reM, f (10) 


Ta = e is E( fr | Fn), 
7, = inf(k > n: fy = Ye}. 
当然 , 我 们 自然 期 待 (在 - 定 的 条 件 下 ) 9; = lim 4», URH (2) 中 极限 过 程 
可 能 ; 于 是 它 对 于 v = 09) 给 出 方程 
ya = max( fn, Ef Yapi | 95)). (13) 


类 似 地 , 我 们 也 自 然 期 待 , (12) 中 确定 的 时 刻 cz 是 类 mz 中 在 下 列 含义 下 的 最 优 时 
Jil: 


Va = sup Ef, = Efr:, (14) 
rem 
以 及 
V. = Ey (15) 


在 例如 [75] 和 [441] 中 叙述 的 最 优 停 时 理论 中 , 揭示 在 一 定 条 件 下 (但 并 不 总 
是 !) PRR n SR SEE EJ Lr (9. dil 

我 们 只 引 人 这 方面 的 一 个 相当 一 般 的 结果 ， 其 详情 可 在 上 述 专 著 中 找到 . 

定理 2. dt f= (fn, Fn)nzo APA Esupf, <% 的 随机 序列 . 

a) PA 

ya = ess sup E( fr | Fn) (16) 
rem; 
HAD of = (Y*)nzo 满足 递 推 关 系 式 
A; = max( fa, Elas: | Fn)): (17) 

Al, 它 是 优 于 序列 f= (fn) HER. 

AF = naa RRTAA SAs ARTERE eoa, 

c) 7 = inf{k > n: fe =g) TH, 如果 Esup| fn! < oo, 且 Pih 
TA n 是 最 优 停 时 : 


(18) 
V = Ee Ef. = Ef... 
2 (19) 
7% = ess sup E( fr | Fn) = E(f-: | Fn): 
TEM; 
d FEA n0, 当 Noo at, 有 (P-a.s.) ra 


48 1 Ya 
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限时 间 视野 (N < oo) 情形 下 ， BLP AT o o e 
po 


s. 正如 上 面 已 经 注意 到 ， 在 有 实现 , 由 于 YN = fn, 而 yN 满足 


时 可 通过 向 后 归纳 法 计算 量 Yemen 
BER. aie 的 情形 下 ， 求 函数 序列 gio dot: 变 得 更 
在 无 限时 间 视野 (N = X ee 
ngage w 上 的 条 件 而 变 为 价格 Va (n > 0) i Malis 
niei (17) 的 所 需 解 时 , 有 时 成 功 地 运用 这 样 的 中: 是 所 
i 集合 中 的 最 小 解 . 5 Maskov HUE. 
ncm 问题 的 求解 技巧 研究 最 深 入 的 是 Mp kov 情形 j 
ERRER, RIE, PEFR Workov 过 各 X = (a, PaPa TUR 
— ac 01, REALNY (E2) 以 及 对 于 每 个 初始 状态 z € E£ 
$ -V 上 有 概率 测度 P_ 的 族 (详情 参见 [126], [441]). 
E TX BHO NF (对 于 有 El/a) < oo (2 € E) Ay WY ea f = f (x1), 
T f(z) = Ezf(z1), 这 里 Ez 为 关于 测度 P 的 均值 , x € E). 
Xd g = g(x) 是 某 个 AWWA, z e E. | | 
取 函 数 g(zw) 作为 上 面 考察 的 函数 n n 之 0, 并 设 Elsupg (z«)] < oo, TEE. 
& 


s(x) = sup Exg(z«), (21) 
rem 


其 中 9t = (r: tlw) «oov EN} 是 所 有 有 限 Markov 时 刻 类 . 

对 于 Markov 过 程 X 所 考察 的 最 优 停 时 问题 在 于 求 出 量 优 时 刻 7* 的 函数 s(z) 
(BU s(r) = E,g(r.-), r € E), 或 者 < 最 优 时 刻 关 的 函数 (RI s(x) 一 上 < E«g(X«;). 
z € E), 如 果 这 样 的 函数 存在 . 

BA, Markov 局 面 的 优势 在 于 ,在 这 样 的 情形 下 ， 上 面 考察 的 条 件数 学 期 户 
Esl | Fn) 变 为 只 依赖 于 仅 由 时 刻 n 的 过 程 值 来 表示 的 “过 去 的 历史 Sa", MRS 
zn AK. 特别 是 , 上 面 考察 的 函数 yn, YX 变 为 仅仅 是 x 的 函数 . 


我 们 引入 定理 1 和 2 的 Markov 文本 , 以 后 (在 第 六 章 中 ) 我 们 将 在 分 析 美 式 革 
权时 运用 有 关 结 果 . 


ER 3. ih g= g(z) ABA Esg (zh) < oo 的 B(R)- TM Bd, x € E, E I 


$n(z)= sup E,g(r,), 
remy 
其 中 muy ={r:0€T<N}, N30. 
设 
Qgí(z) = max(g(z),Tg(z))， 
以 及 


n = min(0 € m <N: 8N-m(Zm) = 9(zZm)}. (24 


2. 在 无 套利 市 场 上 联系 美式 对 冲 的 计算 


那么 
M sw (x) = Q” o(z); (25) 
M su(z) = max(g(z), Taw-1(z)), (26) 
wos M an P, Markov 时 刻 7j 为 最 优 : 
E;g(z,v)— sN(7), TEE; (27) 


(d) 及 = sw-m(zm) AAA o = (m m)men 对 每 个 N > 0 BRER, 
证 明 . 这 条 定理 及 其 推广 的 证 明 在 讨论 最 优 停 时 问题 的 “Markov 途径 " 的 专著 
uui] 的 第 二 章 中 给 出 . 当然 , 它 也 可 能 作为 上 面 证 明 的 定理 1 的 特殊 情形 来 导出 , 仅 
有 的 不 同 在 于 ， 它们 全 都 必须 分 别 研究 算 子 Qg(z) 及 其 迭代 Q"g(z) 的 结构 (这 方 
面 的 详情 参见 [441] 中 的 $2.2.) 
由 所 引信 的 定理 结果 导出 在 对 于 固定 的 N < oo H my! = {7:0 <r <N} P 
的 最 优 停 时 结构 的 下 列 解释 . 
a « | 
DN = (z: Sn—n(Z) =g(z)}, O<n<QN, (28) 
以 及 
CN = EX DN. (29) 
对 应 于 定理 3, 最 优 时 刻 n. 可 记 为 下 列 形式 : 


30 
rv = min{0 <n < N: tn € Dn}. (30) 


换 句 话说 ， 区 域 列 DN, DR， ,DN = E 形成 观察 停止 区 域 序列 ， 而 区 域 列 


C0 ,CN,,… ,CN = o 形成 观察 延续 区 域 序列 
我 们 察觉 
Dj c D] EEDN=B 
以 及 
ON 2 CN 2+ DEN =o: --— 
N 那么 进行 观察 ,上 
i. 如 果 To € DY, 那么 观察 不 实现 ， 而 T) = 0. 如 果 zo € Co 如 此 等 等 在 


Rz c DY, 那么 观察 停止. 而 如 果 21 € CO, 那么 实现 下 次 观 和 
束 (终端 ) 时 刻 N, 观察 显然 告终 (在 这 一 情形 下 , DN = E). 
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jg mm org 1 得 到 , 如 果 把 由 公式 (2) 确定 的 价格 “wz) 取代 为 考察 下列 
ita Hc 


< 带 折 现 和 观察 费用 的 " 价格 : 


sN(zZ) = 


"m E, |8 g(7«) il (Zk- )| (21^) 
rem zl 


= — 0, WE | pu i, (z) > 0 对 于 任何 cep 
T 


gii), 那么 在 定性 关系 上 没有 多 大 改变 . 


公式 (25) 以 
| Qu(z) = max(a(2), 87 9(2) 一 oz) m 
而 保持 成 立 . 
递 推 方程 (26) 取 下 列 形式 : 
sy(z) = max(g(z), 8Tsu—i(x) 一 c(z)), (28? 


其 中 solz) = glr). 详情 参见 (441; 55 Il El. 


0| 1. e= (6),€2,---) ERWA Plex = 1) = P(ei = 一 1) = i 的 Bernoulli 随机 
变量 . 
B tn = £4 (e1 +e +e), TE E (0,21 


.以 及 


sw(z)— sup E,f'z,. 
reg 


如 果 8 — 1, 那么 对 于 所 有 z € E, "4 g(z) = z 时 = 成 立 , 并 且 可 
Bunt oY = 0 作为 最 优 停 时 daa 
AVR 0 < 8 < 1, 那么 对 于 函数 g(z) = z, 我 们 求 得 Q^g(r) = z XF 2 = 


0,1,2,- - 成 立 ， 而 Qng(z) = Ba 对 于 MEL a 
max(z, ps) 这 时 , 最 优 时 刻 j - Br. 因此 , 这 里 sylt) = 


7 7 min(0€ n « N: z, € {0,1,2,---}}. 


(如 果 ze (71,-2,---) 对 于 所 


我 们 察觉 ,在 0 < 9 < 1 的 情形 i an 那么 «y 假定 等 于 六 


情形 下 ， 
SN(T) 1 Tt = max(0, x) 


6. 我 们 u 
号 在 转向 在 无 限 视野 (N = o0) 情形 下 的 最 优 停 时 间 题 . 令 


s(x) = 
*)= sup E,g(z,) (31) 


N 一 œ. 


其 中 mr = {7:0 S T(w) < oo) 是 所 有 有 限 Markov 时 刻 


四 ae 





es 
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a 陈述 关于 价格 s = s(x) (z e E) 的 结构 和 最 优 (或 =- 最 优 } 停 时 的 相应 定 
ff 有 益 的 是 记得 F Fil X. 


ey (参见 例如 ，[441]). 带 有 Eslf(z1)| < oe 并 满足 性 质 
f(z) 2 Tf(z) (32) 
的 函数 f = /(Z) 称 为 对 于 齐 次 Markov WH X = (zn, Fn, Pa)n>o (x € E) 的 超过 
A. 
如 果 此 外 还 有 f(x) 2 g(z), 那么 函数 / = f(z) HOS g= g{z) 的 超过 优 函 教 


显然 , 如 果 函 数 / = f(x) 是 g = gi) 的 超过 优 函数 , 那么 
[(z) > max(g(z), T f(z)). (33) 
下 列 定理 显示 了 超过 优 函 数 在 下 述 齐 次 Markov 过 程 的 最 优 停 时 问题 中 的 作用 : 


= (Zn, Fn, Pr)n>0, zee. 


定理 4. BS g = g(x) MX E, [ups (zn)| < oo, r € E. 那么 : 


(a) 价格 s = s(x) 是 9 = glr) oid CS 
(b) 价格 s(x) = lim Q^g(z) (- lim sn(z)) 也 满足 方程 (比较 (33) 


s(x) = max(g(z), T's(z)); (34) 
(c) 4» X. E, sup ate) «oo, r€ E, RR RET EAS e> 0, 时 刻 


T? = inf(n 2 0: s(zn) < 9(tn) + €] (35) 


A E- 最 优 ， Bp 


s(x) —e S Exg(az,), EE E; (36) 


T* = inf(n > 0: s(z&) = g(za)) 


M 


=, wR p oF <oo)=1,27€E, 那么 时 刻 T* 为 最 优 : 
s(x) = Ege) € 


9 如 果 集 合 p AMR, 那么 时 刻 7” 为 最 优 . 





定价 理论 . 离散 时 间 


ma 


mx 随机 金融 模型 中 的 


t !-— 


*Y a, fA | ! 1 的 第 2 W 在 第 5 节 中 将 给 出 它 
es cem Lu RE f a] ^ ^ 
关于 这 一 定理 及 其 应 用 
美式 期 权 定价 中 的 应 用 . 


ay) 自然 也 要 考察 具有 折 现 (0 < < 1) 和 观察 费用 (c(a) > 0) 


ik 3. 类 似 于 (2 
的 最 优 停 时 问题 
$ pa 
s(x) = sup Es uz $ 5, ste ; (3^ 
k=0 
其 中 sup 对 类 


了 一 
msc i em": E, ) Gelz) «oo, FE 2 
(Cc 


ku 


来 取 , FF g(x) > 0. | 
在 这 样 的 假定 下 , 价格 s(x) 是 (BM (441; 第 2 章 ]) 9(z) 的 最 小 (8,c)- 超 过 优 


函数 , 即 在 满足 f(z) > glr) 和 


f(z) > BT f(z) ~ e(z) (33) 
的 函数 f(z) 中 最 小 , 这 时 ， 
s(x) = max(g(z), 8T's(z) ~ c(r)) (34) 
以 及 
sz) = lim Qog(), 
其 中 


Q(s,9(z) = max(g(z), 8T g(x) — c(z)). 


82. Ez, -r:( 4-46.) re pe 
Bernoulli 序列 . 对 于 z € à A En), TEE = {0,+1,---} Mle = (En) 是 例 1 中 的 


s(x) = sup Es(Ir.| = cr), eh 
其 中 sup 对 所 有 满足 ET < oo 的 停 时 7 来 取 . 对 于 这 样 的 > 
Ez? = 7? T Es; > 
而 这 就 是 说 ， 
E.( 1M igne 一 
elc er) ash $8 Cia. [oi ty, e 


S(z) = ex? 4 sup E, g(z, ). 
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| 中 — ejz 2 而 sup 对 所 有 满足 Err < x A r Welty 


TL g(x) bs i 
kc 达到 最 大 值 , 故 在 = 到 整数 值 的 情形 下 我 们 看 到 


di 1 函数 g(r) 对 


s(x} < cr? | : 
i 4c (41) 


re l 
我 们 定义 时 刻 r nt fn: [| z) 如 果 lz| < 二 ,那么 显然 有 |z, | ， 


“l 


而 这 就 是 说 ， 
CM 2 2 
(qt ? Ext (ran) = 2° + Ex(re AN), 
由 此 通过 N — oo 的 极限 过 程 (根据 单调 收敛 性 定理 ), 我 们 求 得 Er < J < x 
(2c)? 
因此 , 对 于 re, (39) 成 立 , 并 由 此 得 到 , 如 果 |z| < xs 那么 其 实 有 Esr, 机 2 
c (2c è 


由 于 对 于 去 和 |z| < 元 ,有 


MEX CL A 2 
E;(|zr,| — crc) = 25 (a -T ) = cr" 十 一 ， 


iut (41) 可 见 ,时刻 re (对 于 所 有 满足 |z| < = 的 z) 为 最 优 停 时 


$2b. 完全 市 场 和 不 完全 市 场 . L 对 冲 价 格 的 上 名 特征 化 

1. 我 们 回 到 g1c 中 在 不 完全 市 场 上 对 冲 价格 的 公式 (8) 的 证 明报 述 

正如 已 经 注意 到 , 这 一 公式 的 证 明基 于 下 列 两 个 事实 : 序列 了 = (Yj)nen 关于 
族 PUP) 中 的 任何 测度 的 上 猴 性 质 以 及 对 于 Y = (Va new 得 到 可 渤 分 解 的 可 能 性 

在 本 节 中 , 我 们 不 仅 考察 Sle 中 由 公式 (12) 定义 的 序列 Y = (Ynna PER 
性 质问 题 , 并 且 也 对 于 由 下 面 的 公式 (1) 所 给 出 的 更 一 般 的 序列 来 讨论 其 上 持 性 质 
问题 ; 后 一 讨论 可 用 来 研究 与 美式 对 冲 相 联系 的 问题 (参见 Ga 中 的 注 ) 

对 于 Y = (次 )nsw 的 可 选 分 解 成 立 问题 在 $2d 中 考察 

3. B (0,5, (9, ncn, P) 为 原来 的 概率 空间 ,(B, 3)- 市 场 由 被 认为 By = 199 

NUS By wy 和 起 维 股票 8 = (81, ,5 S = (Si)nen 所 组 成 . 我 们 
将 假定 a, = {2,2}, Fy = S. 

设 PIP) 为 等 价 于 测度 P nds MEME, 而 了 = Uo fires fv) 为 FPI 


pm fn (n < N) 的 序列 , 它 满足 Eg fs « 00, Pc RIP), 0<kS< 2. 
义 


1) 
Y,= esssup Eps(f-|¥n)- | 
Pc M^ (P),rc my 


定理 . 对 于 gp(p) 中 的 每 一 个 测度 序列 Y = Vaen WER: 





ir Red fe] 


弟 六 章 随机 会 融 横 型 中 的 定价 理论 - N 


这 一 证 明 以 下 列 方式 实现 . 
RIERA P(P) fe (“REIL”) sige as | 
m ATEEN), 以 及 我 们 将 验证 序列 Y 关于 测度 P HEBE, 


如 果 P c P(P), 那么 记 


Es dP p. dP, 中 P, = P| Fn, Pa = P| Fn: 
nsp bP 其 


当 = 0 时 ,我们 认为 Zo = 1. 
HF P ~ P, 故 对 于 任何 n< N, 


P(Z,.1»0)- P(Z,-.1»0) 2 1. 


如 果 令 Tin a Pn > jfi Mn = Dy Mik, Mo = 0, 那么 我 们 得 到 
k=1 


AZ, = Z,-1AMp. (3) 
由 (3) 可 断定 ， 
~ — n — n 
Zn = (M), = |] (1+ AM) = Ts, (4) 
k=1 k=1 


其 中 (M) 是 随机 指数 (参见 第 二 音 $1a). 

由 上 述 所 有 内 容 得 到 ， CP 作为 “基底 " 测度 , 我 们 可 用 测度 P 及 其 限制 P. 
(n < N) 来 完全 刻画 序列 (Z), (M) 和 (in) 中 的 任何 一 个 . 

根据 “Bayes 公式 " (第 五 章 83a, (4)), 对 于 每 个 (关于 (Fn) 的 ) t r An SN, 


Es(fr| Fn) = —-Ep( fF 
al fy | n) z PS Z| Fn) 


= Ep(Pn41- +P, fr | Fn) 


ys Ep(p, “Pn “Pnt1 E dT | Fn) 
= Ee(f.Z. | Fn), (5) 


"o ~Pn= 1. Pk= Pk >n, WRB, o> 
“注意 的 是 , WRK UB Zp ee Pm 


P 来 定义 P. 那么 我 们 求 得 


Pray.) P(A, A 
(A) us EF, ken, (6) 
) AEF, k>n 


测度 . 为 了 不 引信 新 的 记号 , 我 们 假定 
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ENT onu 
sr s AMM IC F, 定义 (1) 可 改写 为 下 列 形式 


x e55 sup Ee(f.Z. F,,) 
这 里 ess sup 对 满足 n <r < 入 的 他 时 r 的 类 mI 以 及 PR Z coe 来 取 其 中 
ZN Hii FIFRA IER Z = (Zu. 的 类 : Zo = cz -1 或 者 等 价 地 有 
pA ="* = l 
Ht kS N 的 集合 my. 2. 显然 满足 关系 式 
mco, "cz. 
它们 在 确立 序列 Y = (Yn. Fanan 的 上 鞭 性 质 时 起 本 质 作用 
由 按 集合 oy. ess sup 的 定义 导出 (参见 例如 , (75; 第 1 BE), 可 求 得 这 
此 集合 中 的 时 刻 7( Free "的 序列 , 使 和 
ess sup E(frZ, | Fk) = limtE(f.02. | Fe). (7) 
TEM ZERN " 
其 中 ling 表示 递增 序列 极限 
于 是 , 根据 单调 收敛 性 定理 ， 
Ep(Y, |. 3) = Ep | ess sup E(f.Z, | Fk) |n] 
TEMY ZEB 
= Ep (limtEp (fao Zire |.) |i) 
= lim Ep (Fein Byes | Fr - J 
<  esssup Ep(frZr| Fk) 
rEMN ,ZESN 


< ess sup Ep(f,-Z,| Fk-1) = Mi 
rem Ze, 


上 也 建立 了 上 款 性 质 (Ep(Y | Fr-1) € Yx-1). 定理 得 证 . 


ses 定理 1 的 结果 也 可 推广 到 取代 所 考察 形 为 Y sank f, 的 EHE 
^ - k= 1 è 

M 情形 ， 其 中 g = (90, 91,°*° :9N) 是 某 个 Fn- T BE DS C Gn 的 序列 ， 而 “ - 
TIT Ay) 为 属于 足够 “丰富 ” 可 料 序 列 类 的 控制 . (与 此 相 联 系 ， 参见 sla 中 的 第 


? 点.) 
Wh. 完全 市 场 和 不 完全 市 场 , II. 对 冲 价格 的 基本 公式 


在 无 套利 (B, 5)- 市 场 上 的 欧式 对 冲 价格 C" (fw; P) 的 基本 公式 断言 (81c) 
(1) 


fn 
C'(fw;P)- sup BoE gT 
Pe SP) By 





bá; 


pea anena onem KENN — 
524 gH. am — ÉR P — 
iar ia comis 上 的 美式 对 冲 ， 且 假定 装 测 度 入 人 
atakanti: (0.55 à 
二 在 转向 更 复杂 的 金融 


cine ARI- 注意 到 ， 在 考察 例 A aM ape wi , 
正如 已 经 不 止 一 次 地 pod 7 — (fanen 其 含义 在 于 : 如 果 购 买 者 在 时 刻 


.个 偿付 函数 fw, 而 是 有 :ma 古村 由 SERT PRAE f = 
n 提交 执行 期 权 , 那么 对 应 的 ,出 信者 向 购买 者 ) 支付 由 Fn TWE fn = falu) k 
HE E te tie “aE G0 SE A di 1! y d£ cS ra 
当然 六 时 期 权 出 信者 必定 会 选取 这 样 的 策略 Jp j a UR mg 
具有 这 样 的 性 质 : 对 于 竹 何 购买 者 用 来 进行 期 权 所 交 执 行 的 停 时 r = r(u), 必定 满 
足 对 冲 条 件 
X! 2 fr (P-a-s.), (2) 
它 保证 了 出 售 者 能 遵守 合约 条 件 
3. 为 了 确切 提出 相应 的 对 冲 问题 , 我 们 引入 -系列 定义 ， 
按照 62a, 我 们 将 记 
MY -i(r-r(u):n&r(») € Nw €). 
mH r = (8,7) 是 带 有 6 = (Ba)naN, Y = (In)nen 的 证 券 组 合 ， 其 相应 的 资 
本 为 
XT = Bndn, NSN, (3) 
那么 我 们 将 假定 , 这 个 组 合 是 在 满足 下 列 “平衡 ” 条件 的 含义 下 自 融 资 : 
AXI =AB, +TAAS — ACh, (4) 
其 中 Cz (Cr)nzo 是 某 个 不 减 过 程 ， 满足 Co zz () 和 Cr 为 F,,- By wy, {比较 第 五 章 
fla 中 的 带 “ 消 费 " 的 情形 ,) 
I MMI X1 对 “消费 ”的 依 吉 性 我们 将 (如同 在 Sie 中 那样) ie 


定义 1. 我 们 zt 
adiu 将 称 下 列 量 为 (多 -可 测 偿付 函数 fa (n < N) 的 组 的 ) 美式 对 冲 


C(fw;P) = inf fz: 3(T, C), 使 得 xr 
定义 2. 策略 (m, C 
XN” = Jn (P-a.s,), 


定理 1 ("美式 对 冲 价格 好 


-z, X73 J, (P-a.s.), Vr € gu. (6) 
NRE, 是 指 XC > /对 于 任何 n < N 成 立 ,而 


4317). 设 PP) 名 ABR f= (jn)ncN HF 


sup E. In 1 
Pe PiP) B, <O, n SN, (6) 


2， 在 无 套利 市 场 上 联系 美式 对 冲 的 计算 


上 价格 a = 


C( fn; P) sup By; £ | 
Pe 9(P),remN "B, 


证 明 . 上 面 的 叙述 已 给 为 这 一 公式 的 证 明 作出 了 所 有 必要 的 准 各 
正如 在 欧式 对 冲 的 情形 下 , 我 们 先 建立 不 等 式 


SUD | ByEg + < Cí fw; P) 








PEP (P) reM © 
如 果 对 冲 集 是 空 集 , 那么 C(fw; P) = oo ( 按 定义 1), 以 至 公式 (8) 显然 
现在 设 EMT ( 带 “ 消 费 ”C 的 ) 目 融 资 对 冲 , 满足 Xm mre x 
米 似 于 $1c 中 的 (9), 我 们 求 得 , 对 于 每 个 76m. d 
fr < E ion . T 3 Te e S, m AC, 
B, T B, Bo [ 2 nA (2) 2. Bk ] (3) 
特别 是 , 由 此 得 到 
N 
Ski. 2 
2 (x)? g 
因此 , 根据 第 二 章 gie 中 的 引 理 的 断言 2), 导 得 序列 
N . 
f Sk ) 
S wâ — 
» \B nN 
关于 任何 测度 P e 多 (P) Xt 
把 Doob 停止 定理 (参见 第 五 章 83a) 应 用 于 这 个 鞭 , 我 们 由 (9) 求 得 
T 
sup Es—— < =, (10) 
Pc #(P) "B, Bo 


RTAS (8) 成 立 
和 ,让 为 复杂 的 是 证 明 (8) 中 的 反 向 不 等 式 的 成 立 ， 为 此 只 需求 出 组 合 T= (00) 
Wh C, 使 得 对 于 资本 X55 满足 "平衡 " 条 件 


AX*C — A AB, 5,48, AC. SN, (11) 
初始 资本 
nc t 12) 
An n _ sup BoEF 万 
以 Pc o(P),remu T 
及 (P-a.s,) 
(13) 


“aC 、 N 
xe 2 Ses Wr i mt. 
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" > 2 "n 此 中 
为 此 ， 我 们 构成 序列 I (Yn)n& | 


ft | g 
Y eas sup Es L8. | 更 (14) 
i Pi pip), rem? 
«v p c SP), 序列 Y = adnan JE E. 
v ibat po ppl, 关于 任何 测度 La wu Lu 
x F ane a Ll 7 = (Faen 有 下 列 可 选 分 解 (对 于 每 个 测度 
而 由 §2d "PRA AE scd 


Pc (P) Pas) ^ 6 n ' 
$ Rs j yd j: CT 1 
Yn = Yor mA (器) 2 Bia Q8) 
kel 


SMP ADAUA 7 = cor 和 基 个 不 减 序列 C = (Cn)n<w AL, 其 中 Co = 08 
KC, Fy E 5 I 
由 分 解 式 (15) 求 得 了 和 产 以 后 .我 们 就 来 定义 有 = (jnsN 如 下 : 


~ S 
RM 16 
B, Yn Ya B, y ( ) 
对 于 策略 (元 ,C), 其 资本 为 
* d . Bn Bn + Van (17) 


并 由 (15)，* 平 衡 " 条 件 (11) 成 立 , 由 于 X26 = B, Ys, 故 对 于 资本 XIE 有 下 列表 
max 

Xj" — esssup DB,Egs (£ 

PEP (P) rE my B, 





Fa) | (18) 
由 这 一 公式 我 们 断定 


1) 策略 (5,C) 的 初始 资本 用 公式 (12) 来 确定 ; 
2) 策略 (T, C) 是 在 下 列 含义 下 的 对 冲 策略 : XE > fon < N, 或 者 等 价 地 , 在 性 
Im (13) WE) LT; 
3) 策略 (元 ,C) 具有 下 列 可 复制 性 质 : xt = fy (P-a.s.). 
定理 得 证 , 并 且 在 其 证 明 过 程 中 也 建立 了 下 列 命题 (比较 81c 中 的 定理 2). 
i 定理 2 (对 于 对 冲 、 消 费 和 资本 的 基本 公 趟 ") 设 定理 1 的 条 件 满足 、 那 么 可 
SONT NR ,使 得 时 应 的 资本 X = p 45,5, EMAR “P 
x, 成 分 A pers Xo" WAR (19) 确定 动态 变化 XC 由 公式 (18) ^ 
| A Y i TA à n — 24 
ii (C) 则 由 可 选 分 解 (15) 来 求 得 而 万 = (An) 由 (16) 


4.9 与 本 节 的 定理 y Al 2 所 


ULL TIT 作 的 “多 (P) # a» 假定 以 及 Si 的 定理 1 和 2 中 


Cink EEN F 列 (在 期 权 对 冲 的 例子 中 的 ) ye 


没有 s. 


甬 常 的 “无 套利 性 " 定义 (参见 第 五 章 $2a 中 的 定义 2) 总 与 某 个 具体 的 时 刻 N 
apr, 它 比如 在 欧式 期 权 的 情形 下 是 期 权 提 交 执 行 的 时 刻 
| 在 美式 期 权 的 悄 形 下 ， 就 已 经 发 生 不 涉及 具体 时 刻 N, 而 是 整个 停 时 7 的 类 
yy, 因而 在 定理 1 和 2 TUR VIBUE PP) 区 名 ,更 为 合乎 罗 辑 的 是 假定 市 场 是 
p LTARACH (参见 第 五 章 92a 中 的 定义 3) 

s 在 所 区 察 的 离散 时 间 (n <N < %) 和 有 限 种 股票 (d < oc) 的 情形 下 所 有 这 些 
eae, “无 套利 性 "，“ 强 意义 下 的 无 套利 性 ”和 “ 儿 (P) # om 根据 第 一 基本 定理 的 扩 
gie (第 五 章 §le), 都 是 等 价 的 , 

在 定理 陈述 中 偏爱 FRF MAP) 7 2” 的 解释 如 下 

首先 , 条 件 (P) 4 2” 经 常 可 检验 (在 连续 时 间 情 形 下 也 是 如 此 ); 其 次 , 术语 
, 强 意义 下 无 套利 " 并 未 被 广泛 采用 , 而 关于 “无 套利 性 " 的 各 种 定义 与 条 件 v (P) y 
o» 的 等 价 性 问题 , 特别 是 在 连续 时 间 情形 下 , 远 非 是 简单 问题 .( 关 于 这 方面 , 参见 
后 面 的 第 七 章 §§1a, 1c.) 

5. 从 某 种 美式 期 权 的 出 售 者 的 视角 来 看 , 其 策略 (r,C) 首先 必定 是 为 了 满足 合 
幼 条 件 . 这 就 在 资本 Xo 上 强加 上 这 样 的 约束 : 对 于 每 个 T cy, 必定 满足 “对 
n" 条 件 : X™C > fe (P-a.s.). 

现在 自然 要 提出 这 样 的 问题 ; 购买 者 明智 地 把 期 权 提 交 执 行 的 时 刻 ~= r(u) 必 
定 是 怎样 的 ? 

我 们 将 考察 无 套利 完全 市 场 情形 ， 这 是 我 们 感 兴趣 的 局 面 , 其 中 市 场 的 无 套利 
完全 性 (在 离散 时 间 n < N < 00, 股票 数 d < oo 的 假定 下 ) 等 价 于 存在 唯一 的 蔷 测 
WP (* 第 二 基本 定理 "). 

在 给 出 问题 的 解答 以 前 , 我 们 先 把 定理 1 和 2 的 精确 结果 对 于 我 们 当前 感 兴趣 
的 情形 来 改写 . 


定理 3. ik P 是 唯一 的 鞍 测 度 (| P(P)| = 1) RA f = (fn)ng» iE Re 
教 序列 ， 满足 EJ « oo, n € N. 


"n 





1) 上 价格 
C(fn;P)= sup Bop i (19) 
remy T 

2) 存在 自 融资 策略 FC), 其 相应 的 资本 x70 满足 “平衡 " 条 件 
"C. 5 ^ 20) 
AXT = B,ABy + iASn 一 ACni an 
* d fe (Gf PD): (21) 

Xo" = sup BoEp i (2 C'(fni FJ) 
remy T 

| (22) 
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资本 oi 的 动态 变化 由 下 列 公式 确定 : 
| ; fr 
xm = Bness suP p (x $n) r (23 


3) 成 分 了 = Gn) 和 C= (C,) HER Y = (Ya, Fas P)new 的 Doob AM 


定 , 其 中 f 
== Es (E Fa) Y 
eT a 
它 有 下 列 形式 : TE A A 
Yn = Yo + 》 hA ($) — Cn (24) 
k=1 
而 成 分 -()sdw TA XA X: 
~ S «+ On 
Bn = Yn "^g: (25) 
4) 在 关于 最 优 健 止 问题 
“ sup E; Jc (26) 
rem T 
T, HH 
femi [nene vv, = e] (27) 
为 最 优 : 
LJ s dw 
E E, ERN ax 
这 时 , 时 刻 示 具有 下 列 性 质 : 
ae = f» (P-a.s.), (29) 


而 序列 (Ynja 是 优 于 序列 (fn)ngn 的 最 小 上装 


证 明 . 断言 )-3) 由 定理 1 和 2 得 到 这 里 只 需要 注意 到 , 由 鞭 测 度 的 唯一 性 不 


一 定 能 导致 可 选 分 解 , 而 直接 运 
第 二 章 §1b) 如 可 MERER y - (Ys, Fn P)ncw 的 下 列 Doob 分 解 (参见 


d d Y, = M, 一 o. (30) 
第 一 基本 定理 的 An 3 X 
为 下 列 形式 : 扩充 版 本 "(第 五 章 §4f) 得 到 , IB M = (Mn, Fn, P) TEA 
T-n osa (St) ian 

k=1 Bj 


它 与 (30) 一 起 导 至 所 要 求 的 表示 


式 (24). 


SUH a a) = 属 
Ka 


2. 在 无 套利 市 场 上 联系 美式 对 冲 的 计算 


as amt t " —Ua € 


z rH 4) 它 是 在 $2a 中 的 定理 1 的 推论 1 和 3 中 陈述 的 结果 的 特殊 情形 

6. 现在 直接 转向 关于 购 关 者 (基于 包含 在 流 (P,) 中 的 当前 信息 ) 选择 时 刻 > 
作为 应 该 提交 期 权 执行 的 时 刻 的 “合理 性 " “明智 性 ”问题 

无 论 是 购买 者 还 是 出 售 者, 在 他 们 运作 时 , 都 是 从 公式 (19) 确定 的 价格 CC P) 
4 发 的 ,而 后 者 是 互相 可 接受 的 期 权 合约 价格 《与 此 相 联系 参见 第 五 章 51b chim 


点 .) 
我 们 考察 所 有 这 样 的 策略 (7, C): 它们 有 初始 资本 x76 - C(fw; P), 并 实施 对 
ph: X28 > fa, n € N. 我 们 将 记 这 样 的 策略 类 为 È fy: P). 
资本 具有 下 列 最 小 性 质 的 策略 (元 , C). 显然 属于 这 一 类 : 


,人 


tn «m5 Vut r.c (32) 


对 于 每 个 策略 (0, C) e II(C(Jw; P)) 成 立 . 事实 上 , 由 EAD AAS Y, - = 
(n < N) ARF 2 (n < N) 的 P-. Es. 而 根据 定理 3 的 断言 4). 序列 Y, (n € " 
是 优 于 ie (n < N) fix PER. 

因此 , Y, < Ya, n < N, 连同 下 列 事实 : 








就 证 明了 不 等 式 (32). 

由 这 些 不 等 式 导 出 , 对 于 每 个 停 时 r, 有 
(33) 
并 且 很 明显 , 期权 购买 者 应 该 选取 时 刻 v, 使 得 对 于 每 个 潜在 可 能 的 策略 祭 口 < 


WC; P), 出 售 者 不 能 以 正 概率 获得 “无 风险 收益 ”X55 fe > 0. 换 句 话说 , 购 
六 者 只 能 对 满足 下 式 的 停 时 + 执行 期 权 : 
fr = XF? (P-a.s.), V(z, C) = II(C(/w;P))- (34) 
所 引进 的 论证 说 明了 下 列 定 义 的 合理 性 
为 E 满足 性 质 (34) 的 停 时 > 称 为 期 权 提 交 执行 的 合理 时 刻 . (这 样 的 时 刻 类 记 


Sud 每 个 是 最 优 停 时 间 题 (26) 的 解 的 时 刻 F 为 合理 时 记 . 这 时 , 在 (27) 
FRY, 并 且 在 这 一 类 中 最 小 : F< T (Pas) * 4A Te». 
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B, (n < N) 的 P- Eis 





zm. d C) = EU P). FE 考虑 序列 Ya = 


性 质 , 我 们 求 得 Xm 
Sy P) = X37 > BoEp py > Prog, 
= By sup Egg-^ C( fn; P). 
reo” 
x at 
Es- - PB- 


并 连同 性 质 xt 之 fr, 就 证 明了 ， 其 实 ， XT = fs (P-a.s.), 即 T 是 合理 时 刻 . 时 刻 
= 的 最 小 性 质 由 [441; 定理 2.12] 得 到 . 

ik. 再 次 强调 下 列 这 点 是 有 益 的 : 最 优 售 时间 题 (26) 的 解 同 时 也 给 出 了 合理 价 
值 C(fn;P) 的 值 , 并 且 确 定 了 期 权 购 买 者 提交 执行 的 合理 时 刻 7. 这 时 , 照例 , 不 能 
分 别 求 出 CU; P) 或 地 由 问题 (26) 的 解 , 它们 是 同时 求 出 的 . 


82d. 可 选 分 解 

1. 我 们 将 假定 , 在 有 Fo = (2,0) 的 渗透 概率 空间 (N, F, (多 。)n<w,P) EAE 
S (Falen 协调 的 R- 值 过 程 X = (Xn)jngw 和 有 S, = (5S1,.… ,5S4) 的 Rd- 值 过 
E S = (Sahsu, BB, X, M Si 对 于 ngN Mi=]. dw 多,- 可 测 . 

我 们 将 以 PP) 表示 (0,F) 上 满足 P 以 及 关于 它 过 程 S 中 的 每 一 个 都 是 装 的 
概率 测度 P 的 集合 . 假定 , 2(P) z o. 测度 c 多 (P) 称 为 (对 于 S AY) dm A. 

ETHE X = (Xn)n<w, 则 基本 假定 将 在 于 对 每 一 个 测度 让 < P(P), EB 
ER, 

如果 对 某 个 具体 测度 P c 2(P) 考察 X, 那么 根据 Doob 分 解 (第 二 章 81b). 


Xn = Xo4- M(P) — CP) a) 

m Leda. ER, 以 及 C) = (0D. p) 为 不 碱 可 料 过 程 

fo 0, Cy” = 0. 在 分 解 (1) 中 的 成 分 Mr) 和 OB) pope 人 P, W 
而 在 它们 的 记号 中 强调 了 对 测度 的 信和 glial 

eg 全 分 解 的 成 分 (参见 (2)) 对 于 所 有 测度 P e FP) 是 


定理 , 对 = 
TETRA EB c P(P) A EJ it 48 fe ae pe (可 选 ) 分 解 


n 
Xn = Xo + 
2 (n, AS, wine EAS (2) 
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—" 


ada (ve) REN 为 可 料 及 “- 值 过 程 , C = (Ci) new AA F,-TME C, Mp 
it #£. 

在 转向 证 明 以 前 ， 我 们 先 注意 到 , 分 解 (1) 和 (2) zal 有 本 质 区 别 : 在 (1) 中 量 
pË 为 多 IW, 而 在 (2) 中 量 C 为 .多 -可 测 , 正 是 由 于 与 后 一 状况 相 联系 如 
papi 分 解 (2) 称 为 可 选 分 解 . 

x. 在 现在 所 考察 的 离散 时 间 情 形 F, A C = (Ca)new XT (Fanen 的 可 
先 人 性 干脆 就 意味 着 与 浴 透 流 (Fanon 的 协调 性 或 适应 性 , 即 量 C, 的 多 -可 测 性 . 
420. 关于 可 选 性 概念 参见 第 三 章 85a, 以 及 [250; 第 工 章 , fic], 

对 于 连续 时 间 情 形 所 陈述 的 定理 的 第 一 批文 本 , 正如 在 flc 中 所 注意 到 的 , 在 著 
# [136] 和 [281] 中 给 出 ， 

随 之 又 出 现 若干 既 适 用 于 连续 时 间 .又 运 用 于 离散 时 间 的 著作 ([99], [163]-[165]), 
其 中 特别 是 减弱 了 在 [136] 和 [281] 中 所 作 的 假定 , 并 给 出 证 明 的 各 种 版 本 

下 面 引 人 的 证 明 遵 照 在 G. Fallmer 和 Yu. M. Kabanov 的 著作 [163], [164] PH 
出 的 模式 并 基于 在 (2) 中 把 量 yx 作为 某 个 带 约 束 的 最 优化 问题 的 Lagrange EFH) 
思想 来 得 到 . (证 明 也 将 用 于 第 五 章 $2c 中 的 某 些 结果 .) 


2. 如 果 指 出 , 量 AX, = X。 Xn- 对 于 每 个 n = 1,… N 可 表示 为 下 列 形式 : 
AX, = (Tn: S5) — Cn, (3) 
其 中 4, 是 某 个 多 ,_1- 可 测 的 REALM, cn 是 某 个 非 负 .多 -可 测量 , 那么 与 [163] 和 
164) 相应 所 要 求 的 分 解 (2) 将 确立 . 
为 了 得 到 AX, 的 这 样 的 表示 , 其 实 只 要 指出 , (在 对 x 和 5 所 作 的 假定 下 ) 可 
求 得 多 ,1- 可 测 的 Ra (flit ,使 得 


AX, RC (^n; A S4) < 0, (4) 
为 这 样 只 需 取 量 Urn; AS,) EP AX, 作为 所 要 求 的 量 Cn» 
MEER, 如 果 P e (P), 那么 
5 
Es|AS,| «oo, EplASn | Fn-1) = 0, (5) 
以 及 
(6) 


EgAX,| «oo, Eg(AXalSn-1)) $0. — 
P dPa sod AN 
引 ARP, RB, 是 测度 PAPE 上 的 局 限 , H Zn = EAR CR 
理 (第 五 章 §3a 中 的 “Bayes 公式 站 里 
(7) 


译 者 注 


en E5(AS,, |. 5,1) = Ep(znASn | 9-1) 
NUS SCA QE F S06 1: RIO Rc MI SE UR E 








ie. 离散 时 间 
爹 融 模型 中 的 定价 理论 . A 
ok axe nSRAReS ST 





Es(AXn | 94-1) - Ep(za A Xn | Fan- 1) (8 


Zw 
其 中 2. = 均一 ER 
由 此 pie, 所 要 求 的 断言 (4) 将 由 下 列 有 独立 的 “ 纯 概率 ”意义 的 一 般 偷 是 
(其 中 需要 令 £= AX, 和 = AS,) FiB. 
引 理 . 设 概率 空间 (0,9, P) 上 给 定 实 随机 变量 5 和民"- 值 向 量 刀 = (n, ,na 
设 4 是 F tho-FRM, AA Z 为 所 有 P-a.s. 满足 


E(s|9)=1, E(ldla] d) <. E(Inlz |) < oo (9) 


和 
E(zni¥) =0 (10) 


的 随机 变量 z > 0 全 体 ， 
wR Z4O, 并 且 对 于 所 有 2 E 2， 


E(z£|4) < 0, (11) 
那么 可 求 得 G-TR RhE A", 使 得 P-a.s. 有 
€+(A",n) <0. (12) 


证 明 . a) 当 儿 是 平凡 0 FAM Y = {0,0} 时 ,证明 的 思路 就 变 得 十 分 清楚 .在 
这 一 情形 下 , 所 求 的 向 量 A 是 非 随机 量 , 并 且 正 如 下 面 所 指出 , 它 可 以 选 为 某 个 最 
优化 问题 的 “Lagrange RF”. 
E E 同样 的 , 但 针对 “每 个 ww 的 讨论 , 还 是 能 给 
n holes > 定 的 d 
4T RAE )* 是 可 能 的 并 且 将 依赖 于 w. 此 后 的 全 部 问题 都 在 于 证 
a!) 2.2 b spi 中 ,为 证 明 第 一 基本 定理 的 扩充 版 本 (在 证 明 蕴涵 关系 
结果 (第 五 章 iei romeo “可 测 选择 ”存在 的 某 些 一 般 
' 世 忻 的 问题 已 经 发 生 过 
同 | 
于 的 技巧 也 可 应 用 于 现在 所 考察 的 模式 以 及 证 上 ren 


照 著作 (163) 和 [164| 中 相应 3 
间 2 中 不 发 生 . | 相应 讨论 的 细节 ， 我 们 注意 到 ， 这 个 可 测 选择 问题 在 离散 和 
b) 这 样 ， 我 们 将 假定 q - {2,9}. 


我 们 记 Q = 
Q(dz,dy) 是 由 量 上 和 n= (n... st) MERAY R x RE 上 的 测度 


Q ii Q(dz, dy) 一 


P(E € dz, € dy). 
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» ERENT CORO 


不 妨碍 一 般 性 ， 可 认为 , 随机 变量 四 ，,… om! 的 族 形成 (P-as ) 线性 无 关 组 , 即 
这 们 是 这 样 的 组 : MERE aco ,ef WIE ain! +--+ aft = 0 (Pas), 那么 
1 _ ,三 四 =0. XX, 在 表达 式 (12) 中 , RI n, gi 是 以 线性 形式 进入 的 并 
日 如 果 它们 形成 线性 无 关 组 ， 那么 问题 就 归结 为 考察 维 数 较 小 的 向 量 

正如 在 第 五 章 §2e P, 我 们 将 记 L°(Q) 为 测度 Q 的 拓扑 支 集 K(Q) 的 闭 凸 包 
LQ) 的 “相对 ” 内 部 . | 

gc = (z,y), 2 € R^, y € R^*', ifi Z(Q) 是 满足 Egz = 1, Eg|z'|z < oo 的 Bore! 
mit z= 2(2’) > 0. 

我 们 记 

$(Q) = (v(z): p(z) = Eqz'z, z e Z(Q)) 

为 (测度 dQ’ = zdQ 的 ) 重心 族 . 

由 第 五 章 §2e 的 引 理 1 HF, L°(Q) c B) (RE LQ) = B(Q)) 以 及 如 果 
04 L*(Q), 那么 可 求 得 RY 中 的 问 量 y, HG 


Q(z': (54,27) 20} = 1, 


为 了 证 明 存在 带 有 性 质 (12) 的 向 量 A, 我们 分 别 考察 两 种 情形 : 


Q(z': (y,2') > 0) > 0. (13) 


(i) 0 € L*(Q); 
(ii) 0 € L°(Q). 
情形 (i). 根据 (13), 可 求 得 数 y 和 y,- 74, 使 得 (P-as) 有 
4€ + (a3 n! Y nt) 2:0, (14) 
以 及 以 正 的 P- 概 率 有 
y€ Qr gh o hn) > 0. (15) 


我 们 指出 , y 4 0. FES, 如 果 y= 0, 那么 yint +--+ tn 20 (Pas). 因为 
由 假定 fresh AE P ~ P, 使 得 Es (4! v! Dee yin) = 0 那么 (P- 和 P-a.s.) 有 
Yn! 4... ydg = 


Hn}... in? 的 线性 无 关 假 定 , 由 此 得 到 3! = --- = yt — 0. Ri, 这 与 (15) T 


ü 
raid 1* 0, 并 由 假定 Ege < 0, Ep = 0 和 (14), 我 们 求 得 Y< 0 
Noii ud, 由 (14) 我 们 得 到 不 等 式 
E+ (Aln! +- +A nt) € 0, 


È 
明了 在 情形 (i) 下 所 要 求 的 性 质 (12), 其 中 入 = 05M > 
eR 有 点 复杂 , 而 也 正 是 对 于 这 种 情形 的 讨论 将 运用 著作 (168) 64 


向 "Lagrange RF” 的 思路 
— tt 





ane aramanewenee. ARMI — 


S34 - 


— 


E p(z) = Eazi val) Egy? 


为 plz) 的 重心 成 分 
| z,(Q) = {2 € Z(Q): Prlz) = 0) 


Bol) = Lyle) Gees): 2 € Zo(Q)). 


根据 引 理 条 件 , Zo(Q) 4 2 以 及 
z € Zo(Q) 一 pelz) <0. (16) 
如 果 0 e L*(Q), 那么 由 已 经 注意 到 的 性 质 , Le(Q) C OQ) 以 及 第 五 章 $2, 我 
们 求 得 , 存在 20 € Zo(Q), 使 得 pe(z0) = 0. 因此 ， 在 所 考察 的 情形 (ii) F, 


sup we(z) = 0, (17) 
z€Zo(Q) 


它 可 用 下 列 方 式 来 解释 : 在 (ii) 的 假定 下 ,“ 最 优化 问题 ”: 


"Rf'- wp wy 8 
z€ Zg(Q) 
中 的 值 f" 等 于 零 
遵照 [163] 和 [164], 我 们 把 问题 (18) 改写 为 带 幼 束 的 最 优化 问题 : 
“在 补充 的 来 gpn(z)=0 T, € f* = sup oz)". (13) 
z€Z(Q) 


根据 变 分 学 原理 , 问题 (19) 的 解 必 定 : dor. : Mia & 
T) 解 下 列 “ 最 优化 问题 " 等 价 于 对 某 个 非 零 向 量 和 * ("Lagrange 


TELS (e) eX)» (20) 
(为 简单 起 见 这 里 和 以 后 都 把 所 
ee a 和 的 纯 量 积 (a, b) 表示 为 ab.) 


来 义 的 问题 (19) 和 我 们 的 
目标 来 说 , Jaco navem (20) 的 等 价 性 证 明 , 尽管 对 于 
等 式 成 立 EOE (i) 的 假定 下 , 至 少 对 于 某 个 非 零 向 量 和 *， 有 下 列 不 


Sup (p(z) + X 


2€2(Q) Pn(z)) < 0. (21) 


设 


A= ((z,y) € R x RA, 
BERK RES Seq a Pn(2) FH z € Z(Q)}- 
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这 个 合 旺 Iz m 4. 这 时 , 由 (ii) 的 假定 , 点 (0,0) ¢ A, 而 这 就 是 说 , 它 与 集 
n 


Air - Avy € O (22) 


于 任何 集合 A 的 闭 包 中 的 所 有 (x,y) 成 立 ，( 参 见 例如 ，[241; $0.1]; 注意 , 与 情形 
人 中 一 样 本 质 上 都 是 利用 “分 离 性 ”观念 .) 
j 我 们 察觉 点 (z,0) 对 于 任何 负 值 z 显然 属于 集合 4. 因此 , 在 (22) 中 ^20 
如 果 又 假定 , 和 1 = 0, 那么 这 时 由 (21) 我 们 求 得 , 对 于 任何 ze ZA, 


Eg(A3y)2 = A2EQyz = Mpn(z) < 0 (23) 


HE, 由 zE Z(Q) 的 任意 性 , 我 们 求 得 Agy € 0 (Q-a.s.). EB Aan < 0 (P-as.) 

由 于 AP) zx: 2o, 故 对 于 PP) 中 的 某 个 测度 P, 满足 等 式 EsA27 = 0, ESTER 
don <0 (P-a.s.) 一 起 导 得 与 上 面 所 作 的 假定 相 矛 盾 的 线性 相关 性 (Aon = 0). 从而， 
20. 

因此 , 如 果 A, = 0, 那么 也 有 AQ = 0, 与 (21) 中 的 向 量 (Ay, Ap) SESH. 

这 样 ， 就 有 A; > 0. 

Pa = 2. 于 是 由 (21) 和 集合 4 的 定义 , 我 们 断定 , 对 于 任何 ze z(Q) WE 

1 
hif e» 0, 有 
(pelz) — E) + A A(z) < 0. 


由 E 一 0 的 极限 过 程 , 我 们 就 得 到 不 等 式 


pe(z) 十 和 on(z) 和 0 z € Z(Q), 


CHF 
sup (pelz) + A pn(2)) € 0. (24) 
z€ Z(Q) 
现在 我 们 察觉 , 显然 对 于 任何 A c Rd 有 
sup (pelz) 十 Apn(z)) sup (pelz) + Anal) 

3€ Z(Q) z€ Zo(Q) 
= sup qe(z) (25) 

2€ Zo(Q) 


"Fen (i) 中 的 性 质 满足 , 那么 (05) 的 右 端 等 于 零 , 而 左 端 当 入 = PE 
FE (ii) 的 假定 下 ， 


2€Z0(Q) 


Sup qe(z) <=> sup (pelz) + Apn (2)) = 0, 
zeZ(Q) 





ee 
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了 


这 就 建立 了 问题 (19) 和 (20) 的 等 价 性 , 它 可 用 下 列 方式 解释 ， 在 最 优化 向 题 (1 
JA M. vj 


中 , Lagrange AF :解除 了 ”约束 es = 9 


四 到 不 等 趟 24) 或 者 回 到 等 价 的 不 等 


guii 
第 六 章 Nur 


pelz) + A Phl?) <0, z€ Z(Q), (26) 


它 可 改写 为 xii T: fef 
由 空间 2(Q) 充分 ER, 由 此 断定 , c+ Any < 0 (Q-a.s.), EUER TE g = 
@,Q} 的 假定 下 ， 证 明了 所 要 求 的 性 质 (12). 
| 在 _ 季 情形 下 正如 上 面 所 注意 到 , 需要 与 Q(dz, dy) 一 起 考察 正则 分 布 条 件 
Q(u; dz, dy) = P(£ € dz, n € dy |F)(w), 


并 对 于 “Ew” 导出 入 = A") 的 存在 证 明 . 在 结论 阶段 需要 建立 乡 -可 测 文本 先 
择 A" = (ol (oemn) 的 可 能 性 ， 这 就 转向 可 测 选择 的 一 般 结果 ; 第 五 章 $2e 中 的 引 
理 可 以 作为 这 种 一 般 结果 的 例子 . 相应 的 细节 参见 (163 和 [164. 


3.“ 大 ”无 套利 市 场 的 系列 模式 和 渐 近 套利 


§3a.“ 大 ”金融 市 场 模型 


1. 我 们 曾 在 第 一 章 82d PRU S. Ross 创建 的 套利 定价 理论 (APT) 的 基本 原 
理 时 过 到 过 “大 " 市 场 和 渐 近 套利 的 概念 

类 似 于 G. Markowitz 理论 (第 一 章 82b) 基于 各 种 证 券 组 合 的 资本 的 均值 和 广 
E. S. Ross 的 渐 近 套利 理论 中 同样 是 借助 于 这 些 数字 特征 来 确立 的 
ma ERN, Mein Le A, 它 将 与 第 五 章 $2a 中 所 考察 的 “套种 
sc 并 且 就 其 精神 而 言 ,与 种 在 我 们 的 所 有 角 述 中 的 “ 南 ” 方法 更 加 下 


2. 前 面 广泛 采用 的 由 银行 账户 B = (B,),。， 和 由 给 定 在 某 个 活 迁 概率 空间 


(0, F, (Fi)ken, P) 
上 的 有 S, = (81.-.. NC 


d 
EA m- 市 场 系列 模式 ; k) 的 IRUR s = (Sk kn 的 (B,5)- 市 场 模型 ， 现在 将 被 人 


其 中 sp = (Sn1 = (BE, SR)kgk(n), 

Vat - Y 
fe^, 这 里 ， “自己 的 渗透 概率 空间 ， zoe “在 其 自 己 的 渗透 概率 空间 上 
(P, (r0), cis) P^). 出 





AD 
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— a M— 
En 1 以 及 Fg = io.) iilis S tn) k(n) < oc, d(n) < oo. 
a EAR Ee REE 于 考察 在 n — oo Bj, k(n) — oc 和 /或 d(n) — ac 的 情 
帮 正 是 在 这 -意义 下 来 要 求 本 语 “ 大 ”市 场 . 
i£. 在 考察 渗透 概率 空间 的 系列 模式 时 ， 指标 n 将 对 应 系列 编号 , 而 指标 大 将 
所 着 时 间 参 数 的 作用 


3. 设 x7 = (Xf ek) 是 在 (B",5")- 市 场 上 的 某 个 自 融 资 组 合 nin) 的 


形 


资本 ， | 
我 们 记得 ， 根据 所 采用 的 叙述 , 假定 量 Br 为 正和 Fr BI. 正如 这 已 经 在 第 
五 章 §2b 的 最 后 所 解 轰 的 , 不 妨碍 一 般 性 , 可 假定 Br = 1, 它 对 应 过 渡 为 考察 折 现 
价格 . 在 这 一 情形 下 ， 
xe = X5 + or, Asp), 
ł=1 


d(n) 
其 中 er ASP) E PAS. 


定义 1. 我 们 将 说 , 在 n- (B”, S") 序列 的 系列 模式 (B.S) = ((B^,5"),n > 
1) "P, 策略 x = (x(n))nz1 实现 了 渐 近 无 套利 , 是 指 


va 
XTE) 2 —c(n) (P”-a.s.), n 21, (3) 
其 中 0< e(n) | 0, n 一 oo, 以 及 
<j mn n(n) (4) 
lim lim P (Xr) 2 e) > 0. 


如 果 运 用 所 引入 的 记号 和 概念, 那么 可 以 说 ( 比 第 五 章 82d 中 的 讨论 略微 一 般 ) 
第 一 章 ia 中 所 考虑 的 4PT 中 的 渐 近 套 利 在 可 求 得 子 列 (n) c (n) 和 策略 序列 
(rin?) 使 得 当 nr oo Bt, XT") = 0, EXT") — 00, DXRC 一 0 的 情形 下 成 立 ， 
^ y LEEA X (4) 从 Be 的 视角 来 看 比 起 4PT 理论 的 定义 来 更 

“更 合适 ; 这 可 如 下 解释 
qn 先 ,定义 (4) 可 看 作 以 前 (第 五 章 goa) 采用 的 套利 机 会 的 自然 推广 ENR 
Rag 本 定理 所 知 , 它 使 得 “套利 理论 ” 与 “ 鞭 论 和 随机 全 以 最 直接 的 方式 联 


i 在 定义 (4) 的 情形 下 ， 也 在 一 系列 其 他 派生 定义 的 情形 下 (参见 [260], [261], 


D 成 功 得 到 无 渐 近 套利 的 有 效 判别 准则 ， 它 同时 还 可 表达 为 在 随机 过 程 统计 中 


这 一 段 的 叙述 一 ». ifii "t 
E boy 根据 英文 版 . u a" 误 为 "第 二 章 Gad”. 
章 iad 是 英文 版 加 上 的 括号 中 的 “第 五 章 82 在 原版 上 —— Want 


a 


人 
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“Helling 


te” 那样 的 概念 的 术语 (参见 
、 ariii gir". er 过 [250. 
众所周知 的 诸如 “Hs llinger 
jV ED. TW 
à ey 3 ARA ， 市场 全 体 ((B", 5"). n > 1} 的 (B,S)- 市 场 称 为 局 部 无 大 
| pete ”> 1 市场 (an. Sn) EIET (AEM 820). 
: gir = 求 出 使 得 局 部 无 套利 (B, 8) TESTE. (在 上 述 定义 


ete "E : 时 产生 渐 近 套利 可 能 有 各 种 原因 : 股票 个 数 的 增加 (d(n) 一 oc), 时 


加 区 同 的 增加 (k(n) 一 oc; 参见 例如 第 五 章 §2b 中 的 例 2)“ 测 度 的 渐 近 等 价 性 " 可 
由 被 破坏 . 渐 近 套 利 的 出 现 也 可 能 与 这 些 原因 的 组 合作 用 相 联 系 

Le ses enhn, ae “测度 的 产 近 等 价 许 ”、 以 至 相应 的 “绝对 连续 性 " 和 时 
品 性 "的 浙 近 概念 相 联 系 , 我 们 注意 到 , 它们 可 通过 引 人 “ 连 红 性 ”和 “完全 浙 近亲 
分 性 " 的 概念 (参见 [250; 第 V 章 |, 其 中 也 用 Hellinger 积分 和 Hellinger 过 程 的 术语 
来 描述 满足 它们 的 判别 准则 ), 来 作出 精确 的 陈述 . 

这 些 概念 对 于 大 市 场 上 的 渐 近 套利 问题 的 重要 性 首先 在 Yu. M. Kabanov FID. 
O. Kramkov 的 著作 |261] 中 指出 ， 其 中 还 引 人 了 第 一 种 和 第 二 种 渐 近 亦 利 . (在 渐 近 
套利 的 定义 1 中 , 本 质 上 重合 于 第 一 种 渐 近 套利 .) 浙 近 套利 理论 的 重大 进 腻 是 后 来 
在 1 Klein fll V. Schachemayer 的 著作 [273] 以 及 Yu. M. Kabanov 和 D. O. Kramkov 
的 著作 (260) 中 获得 的 . 


83b. 无 渐 近 套利 判别 准则 


L. EX = (XP esos 是 有 Bp = 1 的 (B", Sn)- 市 场 上 的 某 个 自 融 资 组 
合 的 资本 : 


k 
X; = x0 + y (n as). (1) 
l=1 
如 果 Q" 是 (^,.27) 上 的 某 个 测度 满足 
图 Qn P^. FRA « IN (第 
五 章 83a 中 的 公式 (4)), 我 们 求 得 (Qn <P", 那么 根据 “Bayes 公 


-a.s.) 
Eas (X | gr) = 元 Er (xa nr). o) 
doe 
an A P "| 天, Ph = Pn| gp. (假定 (2) 的 左 端 中 的 条 件数 学 期 
理 mum E M U i (n 2 1) Rx eel es, 因此 ,对 应 第 一 基本 
& P" € PP) 以 及 x(n) SE THU S. 
tp. (Xo) « oo. (3) 
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ae g1c 中 的 引 理 , 我 们 求 得 , 序列 xem) = [yr 
是 由 第 a n | de (x; UA 关于 测度 p^ 
pph, 这 就 是 说 , Ep. x2 < oo 以 及 对 于 < k(n), A 
XL" = Eg (XP) LFE). i 
显然 ， Ep^ xri ze. e Eg. | < oo, 且 由 (2) 和 (4), 
Xf ZR = Ee» (X15) Zin) | FL) (8^5. Pas) (5 
这 样 一 来 , 假定 (3) 在 所 考察 的 离散 时 间 k < k(n) < oo 的 情形 下 , 确保 
a(n) gn Dn TÍn) 5n on mn! 
pr asp p n 和 (XFO ZR FTP a 
up (ERRER 83d 中 的 引 理 .) 
特别 是 ， 
Xa c. ELEM (6) 
Xi") = Ep, d Za | (7) 


这 两 个 等 价 关 系 式 中 的 每 一 个 都 能 用 来 得 到 所 考察 的 策略 x(n) 为 无 套利 、 而 
策略 序列 r= (x(n))wiy1 为 渐 近 无 套利 的 条 件 . (注意 , 在 实质 上 , 正 是 这 些 关 系 式 也 
在 第 五 章 §2c 中 用 来 证 明 第 一 基本 定理 中 的 “充分 性 "”) 

注 . 为 使 公式 (4)-(7) 成 立 并 不 需要 要 求 P^ ~ P^, 而 只 要 条 件 P^ < P" 满足 
然而 , 如 果 比 如 由 (7) 要 导出 无 套利 , 性 质 Pn < P^ 总 被 假定 成 立 . 

事实 上 , 设 策略 x(n) 满足 XT = 0, X7) > 0 (P-as.), 以 及 及 = {Xxn) > Ob 


*^k(n 
于 是 由 (7) 很 明显 , 如 果 在 集合 A 上 p, = 0, 那么 关于 集合 4 的 概率 P"(4) BEB 


“kin) » 
有 什么 可 说 的 . 因此 , 为 使 由 假定 Om (XP) > 0) = 1 和 等 式 0 = Ee Xi Zein 可 
断定 性 质 p^" [ard E 0) =], 就 还 要 假定 P^(Zp) > 0) = Ï. (根据 第 五 章 838 中 


的 定理 的 断言 D). 由 此 导出 绝对 连续 性 P^ < P^.) 


er FERNE P^ 的 概念 中 再 加 上 要 求 它 与 测度 P" 的 等 价 性 , 特别 是 确保 有 
f: 


(8) 


0 < Zin € oe (P"-a.s.). 
2. 为 简单 起 见 ,我 们 寻求 无 渐 近 套利 判别 准则 从 “定常 ”情形 出 发， 它 理解 为 
= {(B", Sm > 1)- 市 场 有 下 列 特殊 结构 : 存在 概率 空间 (QF, (Fiho Ph 
VF, 和 (d + 1])- 维 过 程 (B,S) = (Br, Sk)e20- 其 中 Be 为 3-1 TM, Sk = 
SR 为 天 -可 测 ， 使 得 nn 市 场 中 的 每 一 个 带 有 km = "的 (O9 = 


ky 
k)kek(n). 


(8,8) 


(8... 
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的 语言 ) 可 认为 , 市 场 (3",5") 给 定 在 “自己 的 梳 


显然 ， (运用 “系列 模式 ” Fans Fi = Fk, k S n, 以 及 


à " [^ gn 
率 点 间 (0,.F", (FE ecm PP) E 其 中 每 1 


5 "m 未 可 以 说 , 在 "定常 " 情形 下 , 股票 数 din) 不 随 n 而 改变 (din) «gy 
3— 1 lul, 3 DU, 


z(B' E n-i n S") 的 “延续 ”. 
i 每 个 (n+ Tli (Bott, St!) He nH (BM, pick k 
gener TOR x Fui FSU EE BY RUE Pk 的 序列 (Py. 的 


PE: Pepi] Fe = Pa, E 2 1. 1 ! 
对 于 每 个 这 样 的 测度 序列 (Pe)k>1 我 们 定义 相应 的 Radom-Nikodym 导数 天 二 


dP, (k > 1, Zo = 1) 的 序列 2 = (Ze)epo- 
dP, 


dpk = 
Z; = {a Zk = T Pk € aeh) 


Zu [z Za -ine (Pk)x>i € P} : 
我 们 察觉 , 虽然 并 没有 假定 存在 (0,2). 上 的 测度 P, 使 得 P, = P| .多 kx, 由 性 质 


Pii | .多 = Py, 我 们 仍然 有 序列 (Zk, Fi )ioo 关于 测度 P 是 (E) BR. 因此 , 由 Doob 
收敛 性 定理 (第 五 章 83a), P-a.s. 存在 lim Z, (= Zæ), 这 时 , 0 < EZ, <1. 


定理 1 (“定常 情形 "). 在 局 部 无 套利 市 场 (3,8) = ((B^, 5"), n>1} 上 , &ft 


lim lim Fa P(Z, < £) = 0 (9) 


对 于 无 渐 近 套利 是 充 要 的 ， 而 条 件 


dm imf P(Z,«c)-0 (10) 


是 充分 的 . 


由 kdr ‘ena 将 在 下 面 引入 . (条 件 (10) 的 充分 性 
“am, 并 将 在 下 面 的 83c (第 9 SIM RIT Xe EU E D a AE IR 
n> RA Uer 为 满足 83a 中 的 条 件 (3) 的 (B,S) = {(B", 9") 
考察 的 “定常 " 情形 下 , 取 形式 € (3) 满足 , 而 这 就 是 说 , 性 质 (6) 成 立 , 它 在 


" 


X; 有 EZ, Xn") (11) 
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mmn 
取 > 0, 由 此 求 得 
EZ XA" = EZ 大 mm) H c(n) < Xz*? <0) 
0 < Tín) -E ws relaja " 
«1 Xs s e) I(x; >e)| 
2 —c(n) + EZ X ™ I(2n > e)r (X7 >e) 
| n a =} 
> dn) + &P (XI >e, 2 > = 


2 —c(n)4 c? [P (xz" 2 e) —- P(Z, < eJ : 


而 这 就 是 说 ， | 

Xs + efn) + e P(Z, < e) > êP (xz >e) (12) 

如 果 83a 中 的 条 件 (2) 和 (3) 满足 , 那么 由 序列 (P,),.. c P GERE 由 om 
可 见 ， 


E Nem, > kimim rain) ~ . 
limlim inf P(Z, < €) > limlimP (x; >e). (13) 


因此 , 很 明显 , 在 具有 假定 (9) 以 及 因而 显然 有 条 件 (10) 的 情况 下 , 有 3a 的 性 
质 (2)-(4) 的 策 栈 序 列 不 可 能 实现 新 近 套 利 . 


推论 , 设 (Paja REAP PHAS], Za =i 那么 条 件 P(Z > 0) =1 
确保 无 渐 近 套利 . 
3. 我 们 转向 考察 一 般 情形 , 认为 每 个 无 套利 n- 市 场 (B", 5"), n > 1, BEE “A 
CAN” 渗透 概率 空间 
(Q^, F”, (FP kek(n), P") 
上 , 其 中 Fp) =F". 
如 果 Pee) 为 某 个 鞭 测 度 


p^ " T 及 Zn dP iin) 
k(n) ^" Pin) > | kin) 一 dPRn) ? 





B23 (12) 我 们 求 得 


min) > 


ran n 14) 
Xo 09 + e(n) + e*P^(Zp, <E) 2 &*P (Xii) 2 e) ; 


OPS yu A 

(n) 

Zin) = ES Zin) = ae’ Piin) € Pia) | 
(n 


ER 2. 设 (B,S) = (ps smn),n > 1) 为 局 部 无 套利 “大 "市场 


ee 


p 
P : 





KE 随机 全 融 模型 中 的 定价 理光 NES 


O — 


4 us 

— . nign a <E) = 0 (15 
^en Ti if P (Zkn) 5) 
m lm Ze, ,EDN 


为 无 渐 近 套利 的 LEE. | 
证 明 . 条 件 (15) 的 充分 性 如 同 在 “定常 ”情形 下 一 样 由 (14) 得 到 . 必要 性 的 证 


明 参见 下 面 的 $3c 中 的 第 9 fa. 


§3c. 渐 近 套利 和 临近 性 

， 二 未 章 十 面 的 所 有 有 关 套利 至 才 的 叙述 中 , 论证 “概率 测度 的 绝对 连续 性 
显然 在 这 一 理论 中 起 着 相当 重要 的 作用 . 下 面 的 叙述 指出 , 对 于 渐 近 套利 理论 来 说 
起 着 关键 作用 的 概念 是 概 音 测度 的 临近 性 概 仓 ， 它 是 数理 统计 渐 近 何 题 中 的 重要 观 
念 性 概念 之 一 

为 了 以 最 自然 的 途径 引入 临近 性 概念 , 我 们 先 考察 “定常 ” 情形 (其 定义 和 记号 
参见 §2b 中 的 第 2 p). 

设 Pa) JE P PAVE (PHB) EIE. 假定 , 在 (2, F) 土 还 存在 测度 
P, #43 PIS, = Pn nal. 

我 们 记得 (参见 第 五 章 99a), 测度 P 和 P HABE (P'S P), 是 指 Pu ~ Po 
n zl. 
这 里 重要 的 是 要 强调 , 由 性 质 P S p 一 般 来 说 得 不 到 下 列 性 质 中 的 任何 一 个 
P<P,P<P,P~P. 

根据 上 节 中 的 推论 , 如 果 


P(Z.. > 0) = 1, " 
其 中 Za - lm Z, Z, = | 那么 无 渐 近 套利 
根据 第 五 章 93a 的 定理 中 的 葡 涵 关系 () — (ui), 条 件 (1) (在 所 考察 的 de 


的 假定 下 ) 等 价 于 P < P. 这 样 一 ~ 
作 在 引进 scm. a CA, RE (1) 一样 就 可 


补充 要 求 BIS n — oo 时 出 现 渐 近 套利 的 (HEME P S P A) 


同样 , 当 (0,5 (gy. - 
测度 P 时 ， 为 了 过 相应 的 区 bb =V Fn 而 没有 带 性 质 P| Fn = Pn (n 2 U 的 


PlZw >0)=1 os pep (2) 


重要 的 是 下 列 定义 . 


,6") 上 给 定 概率 测度 Q^ 和 Q", n>1. 
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测度 序列 (Q”)n>1 称 为 关于 序列 (Q")a21 邻近 d 5g (Q) < 四 (Q^), 是 指 对 于 

satt anm) — 0 (n o co) MIRTE A E UIENC nq) — 0 


gi 当空 间 (E", 6") 和 测度 Q” 和 Q" 不 依赖 于 n 时 (En, £7) = (E 4), 
"LT 中 ,邻近 性 质 (Q^) « (Q^) 就 转化 为 (E,2) 上 的 测度 Q 9a Q 的 绝对 
zu Q « Q. 

gm 1 (“定常 ”情形 ). 设 (Pu) 是 PAR RARES. Rz 


P(Z > 0) =1 « (P^) «(P"). 
ixi ett (7) < (P^) 的 满足 确保 渐 近 无 套利 ， 
各 果 (P) 是 唯一 的 鞭 序 列 , 那么 条 件 (P^) « (P^) 是 无 渐 近 套利 的 充 委 条 件 


um. 定理 的 证 明 由 上 节 的 定理 1 和 下 面 引 入 的 包含 某 些 有 用 的 邻近 性 判别 准 
则 的 引 理 1 直接 导出 . 为 陈述 后 者 , 我 们 需要 某 些 补充 记号 和 定 文 . 


1 QMO 是 可 测 空间 (E,6) 上 的 两 个 概率 测度 , 世 = 5(0+Q), = 


òl è 


e E M : (Radon-Nikodym 导数 ) 和 了 的 文本 可 挑选 为 使 得 3+ 三 2.) 


现在 我 们 记 起 , 根据 Lebesgue 分 解 (参见 例如 , [439; 第 WI 章 由 , 测度 Q 可 表示 
为 下 列 形式 : 


Q = Qi T Qn, 
其 中 测度 
G2(A) = QIAN (Z = œ)). 
由 于 Q(Z < 00) = 1, 2k Q, < Q A Qa LQ. : 
这 样 一 来 , Z 无 非 就 是 测度 Q 关于 测度 Q 的 绝对 连续 成 分 的 Radon-Nikodym 
FE ( 正 是 应 该 在 这 一 含 义 下 , 来 理解 用 于 Z 的 记号 =) 
定义 2. it a € (0,1) 以 及 


Qi (A) = EgZIA, 


H(o;Q,Q) - Eg T ^ (4) 
H(Q,Q) - H (ze à) (5) 


e(Q,Q) = Vi - H(Q,Q). (6) 


tà Q.Q) 称 为 测度 Q AI Q 之 间 的 a Br Hellinger 积 分 , H(Q. Q) 称 为 Hellinger 


1 P(Q, Q) 称 为 测度 Q 和 总 之 间 的 Beltinger 焉 离 


——— 
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可 以 证 明 (参见 (250; 第 TV i, §1a]), 值 H (o; Q,G) 其 实 不 依赖 于 控制 测度 
的 选择 . 这 个 性 质 解释 了 经 常 运用 的 记号 


soa» J aaa" ^ (7) 
HQ, Õ) = [ dada, (8) 

i —~\ 2 
0(Q,Q) = if (vaa- dQ) . (9) 


网 Q2Q xQx-, Qe Oi x Gr x…, 其 中 Qs 和 Qk EE (R, A(R) E 
的 高 斯 测度 , 其 密度 分 别 为 








于 是 


oe l-a 
Ho; Qu) = f (4Q;)* (dÑ) e = | E3 dQ), 
R k 


es 2 
= [EE ad= exp [oem em | 


因而 ， 
Hs) «es | 20-0 x (==) (10) 
see oe NE 


pee 设 M s ANAMA Q" 和 Gm (n>1) 的 可 测 空间 ,下列 断 言 等 从 
3 © de aae iuc 
a) (Q") a (Q^). 
b) lim lim Q^ (j^ <E)= 0; 
9 fim lim Q^(Z^ > N) = 9. 
d) lim lim H (a; Qn. Qn) zl 


ajo), 


引 理 证 明 参 见 (250; 第 V 章 ， 引 理 1.6] 








3. “大 "无 大利 市 场 的 系列 模式 和 渐 近 栓 利 


Eee 
上 述 定理 1 中 的 断 百 (3) 的 证 明 直接 由 引 理 中 的 断言 a) 和 c) 的 等 价 性 对 Q^ — 
5 和 Q^ = Pa 应 用 而 得 : 





hat ee 
< limlimP (= < e) =0 
«i0 n dP, 


du lim P(Zea €« 6) 2 0 = P(Z& »0) — 1, 


其 中 Zo 是 P-a.s. 存在 的 lim a. 
在 邻近 性 条 件 (P^) a (P^) 满足 时 , 无 渐 近 套利 存在 的 断言 由 $3b 中 定理 1 的 
推论 和 所 建立 的 性 质 (3) 导出 . 
3. 定理 1 对 一 般 (“ 非 定常 ") 情形 的 推广 不 会 带 来 任何 困难 
我 们 将 遵循 §3b 的 第 3 点 中 所 叙述 的 模式 . 
定理 2. it (PR )n>l 是 (Bn, 8) 4e E YEA RU. 4€" (PE. ~ PH). 
条 件 (PP) < (Prin) 确保 无 渐 近 套利 . 


TEAR. 由 引 理 1 中 的 条 件 a) A c) 的 等 价 性 , 我 们 断定 


(Pk(n)) < Pa = lim lim P^ (Zz < e) =i (11) 


~ 


dP? 
其 中 Zp) = Spas 而 我 们 记得 PF) = P" | Fin) 
k(n) 
所 要 求 的 关于 “ 当 邻 近 性 条 件 (Pe) < Pn) 满足 时 无 渐 近 套利 "的 断言 由 
(11) 和 §3b 中 的 定理 2 得 到 . 


4. 直到 现在 为 止 , 无 渐 近 套 利 的 条 件 都 是 用 Zr ， 的 相似 关系 的 渐 近 性 质 的 术 
75 (83b 中 的 定理 1 和 2) 或 邻近 性 术语 (本 节 中 的 定理 1 和 2) 来 陈述 的 . 上 面 引 人 
的 引 理 1 作为 邻近 性 条 件 (Q^) wa(Qn) 的 充 要 条 件 ， 给 出 了 用 阶 a € (0, 1) 69 Hellinger 
有 分 的 渐 近 性 质 的 术语 来 表达 的 条 件 ， 


(Q^) < (Q") <=> lim lim H (a; Q^, Q*) = 1. 
在 一 系列 情形 下 , 用 这 样 的 积分 来 运作 不 会 带 来 困难 , FF SERO EAGLE 
(BU 5 点 中 的 例子 ) 


一 含义 下 , 最 简单 的 是 测度 “ 直 积 ” 的 情形 . 
说 , 我 们 假定 


E" = E? xx Ep) n = GP xo xr 





(12) 


HI. 


" 出 机 爹 融 模型 中 的 定价 理论 南 散 时 间 — 
y MUSBRESDE 


- 546 > mS 第 六 二 
Q” = QT * ^X Qin): Q" =Q Aio X Qin) 
= n] 
zip Qn 8 Q; E (Er) 上 的 概率 测度 . 


很 明显 , 在 这 一 情形 下 ， 


k(n) 


(ox Q^) = [| Hai Qh, QD 
k=l 
n) b 
- Il i- (1- H(o; 2, GR))| , Ai 
kzl 


以 及 kin) 
tim lim H(a; Q^, Q^) = 1 = i is) > (1 - H(o; Qf, Qg)) = 0. (14) 
el n ME ex 


因此 , 在 所 考察 的 “ 直 积 " 情形 下 ， 
k(n) B 
(à*) a(Q*) = inim, (1 - Hla; Qf, Qj) - 0. (15) 


5. 我 们 引 人 一 - 些 例 子 ,一 方面 , 指出 基于 a Br Hellinger 积分 的 无 渐 近 套利 判别 
准则 的 有 效 性 , 另 一 方面 , 阐释 第 一 章 82d 中 所 令 述 的 4P7 理论 的 讨论 和 结论 . m 
和 例 2 是 著作 [260] 中 所 考察 的 例子 的 特殊 情形 . 


例 1 (有 dln) = 1 和 k(n) = n 的 “大 定常 "市场 )， 我 们 将 认为 , 概率 空间 
为 (Q,2,P. HPO = {-1,1}° 是 二 位 进 序列 z = (nro) 的 空间 , 其 中 
Ti = +1, 测度 P 满足 P{z: (n...) = 27. 设 ele) = zii= 12… 从 而 
E= (61,2, ++) 是 Bernoulli 随机 变量 序列 , P(e; = +1) =}, 

每 个 作用 于 3^ = Fn = a(i, ,En) 和 pn = P| gn 的 (Q, F", P") 的 
(B^, 5")- 市 场 , 都 被 假定 为 Be =1 Al S" =(S,,.-. Sn), 其 中 


Sk=Ski(l+px), Sy = l, ep 
sl = Hk TOkEk Ok > 0, max(—-g&, Op — 1) < pk < ox. (比较 第 五 章 gid pit 
把 (16) 改写 为 下 列 形式 . 


由 (17) 和 第 
H Pr = Pn x ee NM 2 导出 ， 在 所 考察 的 情形 下 ， 存在 唯一 有 直 积 ” 
nO, 关于 这 一 测度 , 量 。。。，，.， ,en 独立 , 并 且 


a dy 
KSDS lto), Pr 


(e m -1)- ;ü — b). 
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由 于 "r [O +b)" + (1b 

.Bn pn. r Uk t E 
H (a; P^, P^) diis —— E cun 
gih 02) 和 (15) 导出 
"E anlim TT | (ht oe)? + (1 — be) 
(pr) a P") — lpi TT | P [sa 
Sa CE 9 2 | 
由 此 不 难 断 定 ， 
(P^) a (P^) e 》 eo. 
k=l 


>G 2 
BILE by = P, 并 应 用 定理 1, 我 们 求 得 , 条 件 》 (=) < oo 是 在 所 考察 的 
,大 定常 * 市 场 上 的 无 渐 近 套 利 的 充 要 条 件 . T 


$12 (A k(n) z 1l din) =n 的 “大 "市 场 ). 我 们 将 考察 (8",5")- 市 场 的 一 步 
模型 , 其 中 假定 B” = (Br), 5^ = (50, S},---,9p-"), HEP k=0,1 Al B; = B? =1, 
而 


Si = (1+ ø), 55»0, (19) 

以 及 
p? = po + £0, (20) 
(21) 


p = pi t+ oi(cien + Gi), 1 2 1. 


还 假定 , o; > 0, t > 0, 2 +2 — 1 UR e = (8,6177) 为 以 概率 去 取 两 个 什 
EL 的 独立 Bernoulli 随机 变量 序列 . 
. 与 CAPM 和 APT 理论 相 联系 , 有 益 的 是 , 现在 把 S; (i > 1) 理解 为 在 “ERR”. 
E 市 场 上 交易 的 某 支 股票 在 时 刻 上 的 值 , 而 5g 理解 为 这 一 市 场 的 指数 (比如 ， ie 
o 的 股票 市 场 上 的 由 这 些 公司 所 构成 的 S&P500 指数 $498 0 Vo 中 的 


_ pofi- Hi (22) 








guo. 离散 时 间 
or MEN Em e O 
在 这 样 的 记号 下 , 由 (19)-(20 RIRI 
S0=50(L+coleo — bo)), (23 
并 且 对 于 izl, » x siü n aale zi bo) + ii (Ex 一 b;)). (24) 


如 果 遵 照 上 述 的 (B^, 5")- iti 3669 “系列 模式 ", 那么 可 以 认为 ， 其 中 的 每 一 个 定 
义 在 概率 空间 (N, 37, P^) E, 这 里 F” = oleoc Eni) P = P| S, fio p 


与 上 一 例子 中 一 样 . 
ipe (23) 和 (24) 容易 确立 ， 在 所 考察 的 模式 下 , 对 于 每 个 n > 1, 显然 存在 (至 少 


有 个) Bar. 事实 上 , 可 取 如 下 构造 的 (仍然 有 直 积 结构 的 ) 测度 P^ 为 这 样 的 测 
R: 对 于 它 , 量 so eu … ,En-1 独立 ， 
Pafe = 1) = ;ü +b), Pn(e; = 一 1) = ;ü — bi). 
直接 可 见 ， - ; ; 
H(a; P^, P^) = JH [oro (25) 
正如 在 上 一 例子 中 那样 , 由 此 我 们 断定 ， 


(P") « (P^) <=> $0? < oo, 
1—0 
因而 , 由 定理 2, 条 件 


> (ma) < 00 (26) 





Ho Bi — pi 
(作为 条 件 从 | < ITE 
第 一 章 82c 中 的 (4) 和 第 一 章 32d 中 的 (19) 相 比较 .) 
注 2 应 该 强调 在 所 考察 的 两 个 例 地 
例子 中 , 存在 只 一 的 加 测度 Pr 


是 无 渐 近 套利 的 充 要 条 件 


在 第 二 个 n 起 着 序列 编号 的 例 P 
子 中 ， ^ 
明 , 条 件 (26) 仅仅 是 无 源 近 套利 的 充分 估 人 
件 为 lim(min(1 +bi, 1 — b;)) > 0.) | 


例 3. 我 们 考察 “定常 * 多 
P BE =1, 5" = (5.5, eet $c) 市 场 (B,s) = ((p", 5"), n > Ih 


中 的 原则 差别 . 在 第 一 个 时 间 参 数 k "的 
, 从 而 有 可 v (uk o0 
可 能 断定 (由 定理 1), seS (S) < 


对 于 n > 1 不 是 唯一 的 , 从 而 说 
( 正如 在 著作 [260] 中 所 指出 ， HER 


S, L Sgehi th, (27) 


So > 0. 





— on 
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一 





一 一 


假定 ， hy = Hk 十 Trek, 大 21l, 其 中 (Ei,82,-.-) 是 给 定 在 概率 空间 (N, F.P) E 
dici An (0,1) 的 随机 变量 序列 , 而 oy >0,k > 1. 


设 Fp = aleitt Enh Pn = P| An, m 2 3. 在 第 五 章 §3c 中 , 已 经 证 明 , 如 果 


Zn = exp -D (H+ 2)s.iy oh : 
, AUTRE, 22.2 +) ' (28) 


zl 


那么 关于 有 dP, = ZndPn 的 测度 Ps 价格 序列 (Sk)k&n FE 这 时 Law(h; | P,) ES 
MN (ie Tk) HR 


2 
Ak = -, kon 
由 此 容易 求 得 , 运用 公式 (10), 
B Pinani 27e) vids. mx a 
H (a; P4, P4) -f 7 X 十 2) | (29) 


由 (12) 得 到 ， 
n pn Uk Ok 
(P^) a (P^) e pow) aa 
而 这 就 是 说 , 由 定理 1 导出 , 条 件 
oo 2 
Bk | Ok 
ES (= 4 | as (30) 
PRTC LAE A. 
3. iniR OA Sk Hg gn 
Ok 2 


= of (31) 
Hk T" 2 " 


下 和 原来 的 概率 测度 P 对 于 序列 S = (Sh)xso ERWE. 

ony E, 条件 (30) 对 于 (P") « (P") 也 是 充 要 的 . 尤其 是 这 一 条 件 对 于 测度 序列 
(P^) 和 (P^) 互 为 邻近 是 充 要 的 , 后 者 表示 为 P”) «n (P). 

Ta 余下 的 是 要 简要 讨论 完全 渐 近 分 离 性 概念 , 它 是 奇异 性 概念 的 自然 IUD 


EX 3. 设 在 可 测 空 间 (v n) 上 给 定 概率 测度 Q^ FL n> 1 


是 AT, FF (Qu), y, 和 (Q^),5, 满足 完全 渐 近 分 离 性 质 ( 记 为 (Q^) a (Q^), 


列 (ni), 满足 当 k T oo Bf, na T oo, 并 且 对 于 每 个 存在 集合 AW € t 


使 得 当 k 1 og 时 ， Q™ (Am) SACS 而 Gex(4nx) ep. (K 


DM 


axe MNAMADHOENNE MBMA 


550 : —— 
Mio c 

ana a it (5.0) RAMA Q" POS IAE 下 列 断 言 等 价 (in - 
dO wa dQ” Q = lar + A") : 
jo” 2 = dQ” , Q D» ) 


AA Ja _0 对 于 所 有 E > 0 成立; 
c) im Q"(Z" < N) =0 对 于 所 有 N >0 成 立 ; 

d) im lim Fo; 9", 0") == 0; 

e) lim H(a; Q^, Q^) = 0 对 于 所 有 a € (0,1) 成 立 ; 


f) lim H(a;Q^, Q^) = 0 对 于 业 个 aE (0,1) 成 立 . 


引 理 的 证 明 参 见 (250; 第 V 章 , 引 理 1.9]. 


7. 在 例 1-3 中 所 引入 的 无 渐 近 套利 分 析 表 明 , 表达 为 阶 a > 0 的 Hellinger 8 
分 渐 近 性 质 的 术语 的 判别 准则 很 有 效率 . 

在 渗透 概率 空间 (正如 在 例 1 和 例 3 中 ) 的 情形 下 , 有 益 的 是 转向 所 谓 Hellinger 
过 程 , 在 它 的 性 质 的 术语 下 , 也 可 给 出 概率 测度 的 绝对 连续 性 、 邻 近 性 和 其 他 “相互 "” 
性 质 的 判别 准则 . 

下 面 的 氢 述 可 看 作 以 离散 时 间 情 形 为 例 的 有 关 Hellinger 过 程 的 一 些 问题 的 介 
绍 (详情 参见 [250; 第 TV, V 章 ]). 

假定 , 在 渗透 可 测 空间 (0, 多, (多 ;),>0) (Fo = {2,0}, F = V Fn) 上 给 定 两 个 
概率 测度 P 和 P. 


我 们 以 Pa = P| F, RP, = PLZ, 表示 它们 在 €, EM, n > 1, Q = 
IP +P), Qa = Q| ZF,. 

N E dP, 一 dp， 2nd 1 

Aan = qu, 7 qno Ba = e By = D (og p = 0, 我 们 记得 I 
3n-1 = 0, 那么 in = 0, 同时 ， 如 果 jn = 0, 那么 iss 











ne =o) 
在 这 样 的 记号 下 , a 阶 Hellinger 积分 H, (a) = H (o; Pn, Pn) 可 改写 为 下 列 形式 : 
Hala) = Eqgejl-e. (n 
PADRE Yla) = Qr 其 中 
Y. (a) = jep-« (33) 


设 falu, v) =ury 2 这 个 
对 于 m € n (Qas), 有 BE OFT u>0, y > 0) 是 下 凸 的 , 而 由 Jessen 不 等 式 ， 


Ea(Y, (a) | Frm) < Y, (a). (34) 


3. “大 ”无 套利 市 场 的 系列 模式 和 海 近 套利 551 
T s ene O01 
——— ——— 


这 样 一 来 , 序列 Y (a) = (Yala), Fn, Q) 是 (有 界 ) E. 根据 Doo 分 解 /第 一 
g uo), 它 可 表示 为 下 列 形式 分 解 (第 二 


Y, (a) = M,(a) — Anla), 


(35 
其 中 Mfa) = (M«(a), Fn, Q) FER, 而 Ala) = (Anla), Fai, Q) 为 有 Aola) — 0 的 
可 料 不 减 过 程 
过 程 Y(a) 的 具体 结构 (参见 (33)) 可 用 来 使 可 料 过 程 A(a) 给 出 下 列 形式 的 才 
RA: " 
Anla) = Y. 1(o) Ah, (a), (36) 
k=1 
其 中 hla) = (Ak (a) coo 为 某 个 不 减 可 料 过 程 , hola) = 0. 
这 样 的 过 程 , 一 般 来 说 , 不 是 单 值 的 . 例如 , 下 列 过 程 


hnala) = 》 Ea(1— 82817? | 2,1), (37) 
k=1 
" ~ 
h(a) = 》 Ea (eal Pe, Ie) | Fer), (38) 
k=1 


其 中 Palu, v) = au + (1— a)v — u"v, 0 <a « 1, 满足 可 直接 验证 的 所 述 要 求 , 对 
于 它们 来 说 , 有 


M, (a) = ¥n(a) + $^ Ye-1(a)Ahx(a) (39) 
k=1 


的 过 程 M(a) = (M, (a), Fa, Q) APR. (TAB, 也 参见 [250; 第 IV 章 , §1e).) 


定义 4. 使 得 用 公式 (39) 定义 的 过 程 M(a) = (Myla), Fe, Q)#>o ARKEN 
不 减 可 料 过 程 h(a) = (Ak(a))k>o (hola) = 0) 称 为 阶 a c (0,1) 的 Hellinger 过 程 . 


注 4. 设 Pp OB, <P, ny0 Zn = Rp = zo 那么 由 公式 
97) 和 (38) 给 出 的 过 程 hn(a) 可 表示 为 下 列 形式 : 


hn(a) = Y Ep(1 — pk ^ 19-1). (40) 


k=1 
hn (a) = Y Ep(yall, m) | Fr-1)- (41) 
k=1 


注 5. 我 们 考察 “ 直 积 ” Bist dX O-—ExExX S24946G8--. 


P= 
WX Qe x... BG, x Qo x-+-, 其 中 Qi fI Q; 为 (Ej, &) 上 的 概率 测度 





的 定价 理论 : 离散 时 间 _ 


"ie wx wamaAmenEWHE ABNT 00000 


一 一 


- xt" ay Pn -Q XXX . F 
a... En Pa = Qt x Qu, n 
EF, Fn = AOS dM m 
meee eT. Lee ae 
是 命题 P 之 P= ARDER (36) 和 (37) 的 右 端 重合 ， 并 且 由 它们 所 定义 的 有 
FAT Eppn = * 


= 1-a 之 1 
hala) = » Ep(l — Pk Bon 
k= 


的 Hellinger 过 程 h(a) = (ha(a)) xaxd, A 


h(a) = yu - H(o; Qr, Q1). (42) 
k=1 
如 果 H,(a) = Hla; Pn: Pn); 那么 在 所 考察 的 ‘He HET, 
H,(a) = Hn- (0)H (a; Qn Qn) , 
= Hah — (1 7 H (0; Qn, Qn))I- 


考虑 到 记号 (42), 由 此 我 们 得 到 
AH, (a) = —Hn-1(a) Ahn (a). 


我 们 已 经 在 第 二 章 中 涉及 过 这 种 类 型 的 差分 方程 (比较 Ga 中 的 公式 (1), X 
中 它们 的 解 借助 于 随机 指教 可 记 成 下 列 形式 : 

Hn(a) = Ho(a)&(—h(a))s, 
这 里 


&(-h(a)), =e" TTà -Ahk(a))eShe(a) 
k=1 


d Ho ~ Ahx(a)) (= lI H (o; oa 


k=1 
它 在 所 考察 的 情形 下 , 5 


Hn(a) = Ho(a) [| Hla; Qr, Q,) 
k=1 
完全 一 致 . 
PA rie Hac E 结果 体现 了 这 个 概念 在 渗透 可 测 空 间 (ar, F s 
k? Skin) zi, = his gr = ,Qn P")n2! 
和 (P^),., BATES OE Aera o NIRE | 
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7 C as DX TM 
etr (09), 我 们 在 记号 上 以 下 列 “系列 模式 ”所 引起 的 显著 变化 
k(n) - 
he (a) = >, Eas (1 — (Gg) (BRN | FE,) 
k=1 





sje oM. P" 和 P^ 3 a E (0,1) 阶 Hellinger 过 程 
引 理 s. 下 列 条 件 等 价 : 
a) (P^) « (P^); 
p) (Ba) a (PR) 以 及 对 于 任何 < > 0, 


m s P^ (hiin (a) > €) - 0. (43) 


推论 . 设 所 考察 的 “定常 ”情形 下 , P 和 PP 为 给 定 在 可 测 空间 (N, F, 07,158) 
上 的 两 个 测度 , Py =P| Fy, Pw = P| Fy. 
对 于 任何 N > 1, 绝对 连续 性 Py P 成 立 当 且 仅 当 


Po «Po 和 hw(a) = 0, a [ 0. (44) 


引 理 4. 如 果 对 于 任何 了 > 0, 
lim P^ CT (3) > L) =1, (45) 
那么 (P^) < (Pn)， 
推论 . 在 “定常 " 情形 下 , 条 件 Po 1 Po 或 者 条 件 
四 上- “ 
对 于 PN Py 为 充分 条 件 ， 


~ loc 
在 定常" HEE KB < PA Pl P 的 判别 准则 , 当 补充 假定 P < P (M, 
Pn < Ph, n > 0) 时 , 特别 简单 : 


oo 


P<P <> i Ep[(1 — Van)? | Fn-al <=} =l, 


k=} 
PLP < F {Del 一 Valais =l 


k=1 
Rih Qn = Pa 


dP 9c]. 
LUDUM 





定价 理论 . 离散 时 间 


第 六 章 ” 随机 爹 融 模型 中 的 


AA 


中 的 条 件 (9) 和 (15) 的 必要 性 的 证 明 . 


aay aii Md iu PP 和 2 s 
s. 我 们 转向 上 节 中 的 1n STL A EAE A GR 


为 此 , 有 益 的 是 转 问 F 列 在 (260] 
联系 的 邻近 性 概念 的 推广 . 

我 们 将 假定 , 对 每 个 n 
率 测 度 Q" m Q" = iQ") 

对 于 每 个 测度 Q" 的 族 Q" 
Ac" 的 函数 , 满足 


» 0 在 可 测 空间 (E, E”) 上 给 定 概率 测度 Qn 和 某 个 概 
. (以 后 将 取 鞠 测度 族 PP") 作为 Q^.) 
- (Q^), 我 们 联系 它们 的 上 包 络 supa", 它 是 集合 


(sup Q")(A) = ae, Q" (A). (47) 


我 们 将 以 conv Q^ 表示 为 族 Q" HAR. 
定义 s. 测度 序列 (Quo; 称 为 与 上 包 络 序列 yee Sa 邻近 ( 记 为 (Qn) « 
(sup Q")), 是 指 对 于 每 个 满足 (sup Q")(4") 一 0 的 集合 序列 A" € 8", n > 1, 也 有 
性 质 Q^(A") — 0 
对 于 Qe conv Q^, x 
€ SH 
à (Q) eye 2"(Q) = 9° 
Jug Q^ = 1(Q+Q"). 
下 列 (260) 中 的 结果 是 引 理 1 的 断言 的 直接 推论 . 
引 理 5. 下 列 条 件 的 等 价 性 成 立 : 
a) (Q^) < (sup Q^): 
b) limlim inf. ara) « £) - 0; 
e E im int os Q"(Z^(Q) > N) - 0; 
d) li im ) (0 An ~ 
aio n ER H(o; Q, Q^) — 1. 
9. 在 直接 转向 83b 中 的 定理 1 和 2 中 的 条 件 (9) 和 (15) 的 必要 性 证 明 时 ， 我 


们 将 令 Q" = P^ (= PT.) 以 及 正如 已 经 注意 到 , 将 取 所 有 园 测 度 Bo (n> 0 的 


族 多 (P") EA Qn. 
很 明显 , 在 所 考察 的 情形 下 , conv Qn HATH pron Me. 
条 件 c) 取 下 列 形式 . conv Q^ 重合 于 族 多 (P") AS, 因而 , 引 理 5 中 





lim lim inf p? dP itn) 
Nt» n PR) ED (Pn...) k(n) dpn =N 0; 
E (由 T Piin) ^s Pin) 等 价 于 条 件 


lim lim : 
«i0 mm, inf 


n 48) 
^ Zg egg, P Rn) kn) < €) = 0, | 
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其 中 集 a 


UV me 
Zkin) = 3 Zk(n)! 2k(n) = dp, "Pk € PPn JH 
由 于 (48) 恰好 是 63b 中 的 条 件 05), 故 由 引 理 5 中 的 条 件 a) 和 c) 的 等 价 性 
可 以 断定 , $3b 的 定理 2 中 的 “充分 性 ”也 可 陈述 为 下 列 形式 : 条 件 


(Phin) < (sup PR (49) 


满足 导出 无 渐 近 套利 . 

因此 , (再 由 引 理 5 中 的 条 件 a) 和 c) 的 等 价 性 ) 为 确立 83b 的 定理 2 中 的 “ 必 
要 性 ", 需要 指出 , 无 渐 近 套利 导出 条 件 (49) 满足 . 

证 明 将 用 “ 反 证 法 ”. 

假定 集合 A" E Fin) 满足 


(sup Pete) (A^) — 0, (50) 


但 Pr 一 a > 0, 这 里 , 如 果 有 必要 , RFA. 
我 们 指出 , 在 这 一 假定 下 , 有 渐 近 套利 


为 此 , 我 们 构成 过 程 
X=  esssup Eg. (Than| 多 ke)， k< k(n). (51) 
Po EST) (n) 


根据 $2b 中 的 定理 , 过 程 Xr = (XE) 关于 每 个 测度 PX) € 多 (PR,)) ALM, 
并 且 根 据 82d 中 的 定理 , 对 于 这 个 过 程 有 可 选 分 解 : 


k 

- 1 ^m 2 

Xp = 人 (AS 一 CR (52) 
j=l 


其 中 Cp = 0, Cp 为 Zn- 可 测 , 而 op 为 281- 可 测 区 
基于 分 解 式 (52), 我 们 (对 每 个 n > 1) 定义 策略 7" = E KP = 
(Revo 和 yn = (ye)xwo 使 得 其 资本 X^ 重合 于 XP E075. 
为 此 , 只 需 选 择 pr 和 yn 使 得 Be + (8, Sd) = Xo (为 简单 起 名， 假定 总 有 
Bb S1), fit yr 对 大 > 1 取 自 分 解 式 (52), 而 oP 由 自 融资 条 件 来 确定 . | i 
对 于 这 样 定义 的 策略 o^, BRA XP = XP + Ce 2 对 于 所 有 上 < k(n) IL, 
“in oo 时 , 由 假定 (50), 


X = sup Es, Jax = sup EC) 一 人 


P2, € 9(P b(n) Pnn EP (Pin) 


"n 
hin)? 


这 样 , 对 于 策略 r = (a) ay 83a 的 定义 1 中 的 条 件 四 和 8) HE 
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为 了 完成 证 明 , 现在 余下 的 是 要 发 现 , 对 于 所 构造 的 策略 r= (x")。>i, 这 同 
个 定义 1 中 的 条 件 (4) 也 满足 , 因为 
fim P'(Xfiq) 2 1) > lim P*(X ita) = 1) = Him PU(A") = a > 0. 
这 样 . 定理 2 以 至 定理 1 中 的 “必要 性 ” 得 证 . 
推论 . 为 了 再 次 强调 邻近 性 概念 在 “大 "金融 市 场 中 的 训 近 套利 问题 的 重要 性 
我 们 把 定理 2 改写 为 下 列 (等 价 ) 形式 : 在 “大 ” 局 部 无 套利 市 场 (BB,S) = {(B", S$») 
n > 1).E, 条件 (Pha) < (sup Po) 为 无 渐 近 套利 的 充 要 条 件 . 
很 明显 , 在 完全 市 场 情 形 下 , 这 个 条 件 转化 为 “通常 的 ” 原来 的 概率 测度 bo 
条 件 
(PRen)) < (Psy) (53) 
ike. 在 定理 1 和 2 中 , 无 渐 近 套利 的 充分 条 件 陈 述 为 对 于 某 个 鞭 测 度 “ 链 
(Pr...) 的 邻近 性 性 质 (53) 满足 . 
值得 注意 的 是 , 其 实 相反 的 结果 也 成 立 , 它 在 [60] 中 得 证 : 如 果 无 渐 近 套利 8 
那么 可 求 得 靳 测度 Rd (PR(n) nets 使 得 邻近 性 质 (83) 满足 . 


83d. 在 无 套利 市 场 的 系列 模式 中 的 逼近 和 收敛 的 某 些 方面 


L. ft 器 3a b, c 中 所 考察 的 “大 ”金融 市 场 模型 中 假定 有 交 市场 (Bn 5 
(n 2 1) 系列 模式 , 其 中 每 一 个 是 无 套利 的 , 同时 还 研究 了 无 渐 近 大 利 间 题 . 这 时 重 
要 的 是 要 注意 到 , 没有 关于 是 否 存在 某 个 “极限 " 市 场 比如 (B, S), 作 任 何 假定 . 

IET, 将 考察 这 样 的 局 面 , 除了 在 概率 空间 (o gw pn) (n > 1) LAR 
JRIBNT 8 n-T35 (B", 9) 外 , 还 有 给 定 在 (o Z,p) 上 的 < 极限" 市场 (B.5) 并 
HX n 一 oc Bf, 下 列 ( 弱 ) 收敛 性 成 立 ， 


Law(B", S" | P") — Law(B, S | P), (1) 
我 们 以 后 感 》 ü ; 
m 区 趣 的 基本 问题 在 于 一 述 (在 假定 (1) F) 是 否 也 可 以 说 下 列 收 外 
Law(B", Sn | pn) a 
其 中 P" 和 分 别 是 类 多 (pn) 和 p - 
(P) 中 的 某 些 蒜 测度 上 式 来 选择 
适当 的 Pr 35 p. BASSE CA WM a, (2). PME AERA 


在 与 后 一 问题 相 联 


Fit, 
测度 的 方法 , 例如 , 基于 c 起 下 列 这 点 是 适宜 的 我 们 已 经 提 及 各 种 构造 入 


Law(B, S |P), () 


换 和 Essch ee ik 83d 中 
一 本 
5 在 原版 和 英文 质 让 这 下 er 变换 . 我 们 还 记得 在 第 五 


近 套 利 ", 显然 有 误 E 


S. “大 ”无 套利 市 场 的 系列 模式 和 渐 近 套利 " 

p OO TELE 

pit RE Le, E (在 H. Föllmer 和 M. Schweizer 的 著作 中 例如 , 在 (1671 
al 中 ) 联系 着 这 样 的 问题 mU i ne 
的 测度 链 (P”)n > 的 最 “日 然 ”的 候选 者 ，( 在 这 一 联系 中 天 次 强调 下 列 这 点 不 是 
gat. 比如 , 对 冲 价格 、 合理 价格 、 期 权 合 约 的 计算 正 是 通过 引信 炊 测度 Phan p 
而 不 是 通过 原来 的 (也 可 以 说 是 “物理 的 ") 测度 pn 和 P; 参见 例如 8lc 中 的 Ke 
全 市 场 上 的 欧式 对 冲 价格 基本 公式 ”(8) 或 84b 中 的 公式 (20).) 


2 在 转向 考察 所 提出 的 问题 时 ， 回忆 起 下 列 这 点 是 适宜 的 : 在 金融 文献 中 十 
分 清楚 地 以 其 自 有 的 简单 明了 分 离 出 下 列 两 种 “经 典 的 ” (B,5)- 市 场 模型 ， 离散 情 
形 下 的 
Coz-Ross- Rubinstein 模型 
(或 者 二 义 树 模型 ; 第 二 章 81e) 以 及 连续 时 间 情 形 下 的 
Black- Merton-Scholes 模型 


{或 者 基于 几何 布朗 运动 的 标准 扩散 模型 ; 第 三 章 84b). 

这 时 如 所 周知 , 第 一 种 模型 (以 小 时 间 步 长 A > 0) 是 第 二 个 模型 的 完全 邻 人 满 
意 的 近似 , 并 且 由 第 一 个 模型 所 得 到 的 计算 结果 (比如 , 对 于 标准 期 权 ), 接近 于 对 于 
第 二 个 (B,5)- 市 场 模型 的 计算 结果 , 对 于 后 者 ， 


2 
- =. W, r 
B, = Boe", St = Soe” rere B (3) 


HR W = (Wi)>o 是 标准 维 纳 过 程 

根据 极限 定理 理论 (参见 例如 , [39] 和 [250]) 中 熟知 的 不 变性 原理 , 维 纳 过 程 可 
作为 各 种 完全 不 同 的 随机 游 走 模 式 的 极限 模式 的 结果 来 得 到 . 因此, REAR A fict 
是 比如 ,对 于 ( 带 离散 时 间 区 间 A = 1/n 的 ) 给 定 在 某 个 概率 室 间 (0",Z",P") 上 的 
VB", gn )- 市 场 的 二 叉 树 模型 ， 在 下 列 含 义 下 收敛 于 Black-Merton-Scholes (B, 5)- 模 型 : 
noo 时 , 收敛 性 (1) 成 立 , 其 中 P 为 概率 测度 , 并 且 关 于 它 过 程 W = (Wi) 
PARI 

我 们 察觉, 既 对 于 所 引入 的 两 个 “经典 " 模型 、 又 对 于 其 他 的 金融 市 场 模型 的 收 
SE) 的 成 立 问 题 , 如 上 所 述 , 仅仅 是 一 般 的 (B", SPAT RR” (B, 5)-08 
DAMES gr. ui, — oo 时 分布 律 


Law(B^, S" | P") + Law(B, S|P) 


et Qu e gr 其 中 Pn AI P SPHERE (B^, S")- 模 型 和 (B, 5)- 模 型 的 
pu eas 不 完全 市 场 的 状况 ， 
也 重要 的 是 要 考虑 到 下 列 联系 所 考虑 的 (无 套利 ) dene ndi 


果 (^, Sn) -市 场 是 完全 的 , 那么 (至 少 在 满足 “第 二 dec 
TE a Wi (Pn) chi —- ARNET, AERA 


(4) 


3. “大 ”无 套利 市 场 的 系列 模式 和 浙 近 赛 利 





| 
型 中 的 定价 理论 . 离 艇 时 间 3 | M a 
l m" Wr ie | m : 
oci í J « "pn n i * fe ie rJ R 
县 直接 的 方 st tM EMR (P) HI (P^) ETATE TE py 中 银行 利 ay 
(1) 的 断言 (4) 的 成 立 问题 以 最 直接 站 六 足够 完备 的 解答 ; 后 者 例如 在 专著 1 et (8) 
. usu totae TOR [250] 
MK gpl 
MUR XA OPE ， wm， 市场 不 完全 ,那么 所 涉及 的 局 面 就 大 为 复 fale nso, * 
然而 , 车 所 考察 的 无 套利 @ nd _ 般 来 说 多 于 一 个 元 素 , 并 且 由 此 就 产生 六 Ly EM ey RR 9) 
在 这 一 情形 下 , EAR Ar “ 单 的 选择 问题 使 得 该 测度 链 可 确保 收敛 性 (| 1:95) Cox Hos en 1 如 ,全 为 独立 同 分 布 ,其 中 
择 对 应 的 对 测度 链 (Pr")n>1 的 不 简 香 fs E ani (a An Lp p (a dui. d. ua 
we. 可 变换 为 收敛 性 断言 | ^ nf t ILE F) Em (10) 
maT MERE. WOM (0 f | 这 里 app 和 ?4 为 正常 数 , pq = 1. 
Ep. /(B", 5") 一 Ep f (B, 5) (4 : 由 (9) 和 (10) 我 们 求 得 ， 
对 于 定义 在 所 考察 的 过 程 的 ( 右 连 左 极 (cdlag)) 轨 线 空间 上 的 有 界 连 续 泛 函 在 我 们 | et = Ë + mb - qa), "t 
qi HEPA AOE PIB. | ， 
我 们 察觉, 如 果 2" = = Z= = 那么 , 由 于 | Epa (Pk)? = z (pl + ga”) +O (3) ; (12) 
Eg, /(B", S”) = Ep Z” f(B", 8"), | Den pp = P (bc ay +0 E3 (13) 
以 及 in 4 | 
Es f(B,S) =EpZf(B, S), 对 于 充分 大 的 n, it 1+ > 0k 
显然 , 收敛 性 问题 an) 以 最 紧密 的 方式 联系 着 收敛 性 问题 ne PE +} 
Law(B", S", Z” | P") = Law(B, S, Z |P), 6) | k=l 
Int) f T } 
它 有 关 随 机 过 程 的 极限 定理 理论 的 “ 泛 函 收敛 性 " 论证 , 详情 参见 [39] 和 (250). T. | Y (a t E) +0 (=z) | | (14) 
注意 到 以 下 这 点 是 有 益 的 : 如 果 随 机 变量 族 (Z7 f (B^, Sayn > 1) 一 致 可 积 k=1 
村 uU 假定 下 列 条 件 满 尼 
nim lim Ep, UZ" f(B", S")|1 (|Z" f (B^. S") > N)) « 0, sio da set (15) 
那么 收敛 性 (4) 由 (5) 可 得 . 于 是 , 记 
dus GOAT, 我 们 考察 性 质 (1) 和 (2) 对 于 Cox-Ross-Rubinstein 的 “极限 前 o? = pb? + qa’, 08) 
ack-Merton-Scholes 的 “极限 ， 、 无 套 并 察觉 到 
利 的 , LEZAN, 模型 是 否 成 立 的 问题 , 这 两 个 模型 既是 觉 到 po(b + a)? =o2 以 及 
1 n n ; E 2 1 e UP 17) 
Wed ERU (8",5")- 市 场 的 概率 空间 , 其 中 市 场 用 “A Emap =", Eoi = T rou), DR | 
| 二 章 81a), er 
k-1,,nfÓlnz1 í 各 有 接 段 常数 轴线 (第 四 章 82a): 对 于 0<t< RINES, Š noo 时 ， 
(rt) [nt] 2 2 hi 
Bp = gn z (6) oe i (18) 
IIo rp), D Em 区 - ur (u : ) 
i [rit] [nt] 2 (19) 
S? = gn = (7) pola] cd 
0 IIo + ph), > or. |n É we] ct 





aa 
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— 


在 所 考察 的 情形 下 ， 下 列 Lindeberg 条 件 满足 : 


tim 3 Eps [| In(1 + pp I In (E + R> E] =0, HF Ee>0 RE. (a 
boo k=l 


IB. 由 泛 函 中 心 极限 定理 ([250; 第 VU 章 , 定理 5.4) 导 得 ( 随 着 Si — So) 
Lew(S?;t <1{P") 一 Law(5,;t € 1|P), 


gi 
&-Sep[(u- 5) eom]. 


UR W = (Wii 是 (关于 测度 P 89) PEATE. 
因此 , 如 果 BP 一 Bo, 那么 


(21) 


其 中 
(22) 


Law(B7, $7;t < 1|P") + Law(B,, S t < 1|P), (23) 


即 收敛 性 (1) 成 立 . 
现在 我 们 转向 把 测度 p" 和 P 替换 为 装 测 度 P^ 和 P 后 性 质 (23) 的 类 似 . 
如 果 对 于 大 = 1,---,n, 


pn b -n pn 
e (s-)-P. F(a-)-r. 
并 且 关于 测度 P^, 量 En，…. ,en 为 独立 ， 那么 鞭 性 条 件 


St 





sn 
s.) <a I£kzt£n, 
k-1 


导致 关系 式 


它 显然 等 价 于 条 件 
(24) 
考虑 要 求 peg = 1, 由 此 求 得 





(25) 


d, E^ 无 套利 市 场 的 系列 模式 和 渐 近 套利 
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因此 ， 
Eg. Pk = ^ 
Es. (Pk) = zo). 
Da. pr ros). 
mz = ab. 


我 们 察觉 , 条 件 porq = 1 和 pb 一 ga — 0 FR ab = py? tqa?. 换 句 话说 ,go2 — 5 
[nd 
s[e- B] (2 
às | -(-2) 
[nt] 


n1(12 
2 Dgn lo = eer | -+ ot, 


ml 


Lindeberg 条 件 (20) 也 对 测度 P^ 蔡 换 为 P^ 而 满足 . 因此 , PU 
极限 定理 ( 随 着 St 一 So), 我 们 求 得 


Law(S7:t < 1 | P”) — Law(S,;t € 1| P), (26) 


2 A 
St = Sewl(r- zc]. 


W = (Wo, 关于 测度 P 是 维 纳 过 程 , 这 里 P dii Girsanov 定理 (第 三 章 $36) 如 
下 确定 的 唯一 黄 测 度 : 


~ p-r ) i= T ~ dP 
dP = exp = = m- < 
RM, W, = We + Ett, 
这 样 , 下 列 定理 成 立 : 
定理 ， 如 果 在 (6)-(10) 中 定义 的 Coz-Ross-Rubinstein “极限 前 ” 模型 中 ， Rat 


se = 4  Black-Merton 
Sen 0*0 P > 0 和 9> 0 HR pq c0 prac RAM 


CS HLR” 模型 的 收 化 性 (21) 和 (26) 同时 成 立 . 
* 现在 略微 改变 Cox-Ross-Rubinstein “极限 前 ”模型 ， 其 中 放弃 


其 中 





“限制 " 条 件 


bb ... 
12 0, 但 是 仍然 保持 应 用 泛 函 极限 定理 的 可 能 性 











定价 理论 . 离散 时 间 3. “大 "无 套利 市 场 的 系列 模式 和 渐 
m. pede ———— JN ——— — ——— Lc 
”还 是 用 公式 (9) KEY imi ee N A 
为 此 我 们 将 认为 , 对 于 奇数 值 上 = 13…， 量 ak 公式 (9) 来 定义 ,而 | 他 = 
对 于 偶数 值 上 = 2,4,…， pa anf u >00, 地 是 对 于 所 有 k=l in 
n ; Wi 
其 中 b e (n = =) = aii UT 
j 人 -而 fe dean v Epa (F)? = 0 
于 是 对 于 上 = 2,4,…， : 
; Dg pt = +0 (in) 
Ep = L7 qe aq) 
1 it, 
1 |n MR d. 52 
Dra = Poe eo (5). 2. "n [o 2 | (r-=) t, 
因此 ,考虑 到 (对 于 奇数 的) 公式 (11)-(13), 我 们 求 得 pi OB") n 
[nt] (eR)? " k=1 2 
z E E EH 3 (^ Fr 1j i 其 中 22 = ab, 以 及 再 考虑 到 所 满足 的 Lindeberg 条 件 , 我 们 求 得 (GAH Se 一 Sp) 
[nt] m -i " 
Y D. E " gm ILE Law(Snii < 1| P") > Law(S;;t < 1|P), (28) 
k=1 
其 中 其 中 ew 
c? = pala + by? S - Sew((r- eei). 
E 在 所 考察 的 不 均匀 Cox-Ross-Rubinstein 模型 中 与 均匀 情形 下 一 样 的 结 URW = (Wier 关于 测度 P 是 维 纳 过 程 , H 
2 
Law(St;t < 1|P") > Law(S,;t < 1|), (27) = e| - 55m - 3 (^27) le. 


其 中 过 程 5 = (Si)iei 由 带 o? = pala +b)? 的 公式 (22) 来 确定 . 


现在 设 P^ hn. XTC,H p... On 还 是 形成 独立 随机 变量 序列 , 且 我 们 注意 到 ， 一 般 来 说 , ab # pq(a + b)?, 而 这 就 是 说 , 5 7 c^. 尤其 是 , 如 果 在 


航 限 " 模型 中 波动 率 为 v2 而 参数 a 0,02 0, p» 0 和 g > 0 选取 为 使 得 p+4=1 


pn [cn _ b E AE 2 » x2 
(a J) =ar (s E X) =a, as I D, ABH AT RE RH (27) 成 立 , 但 是 在 (28) 中 四 bus 
其 中 对 于 奇数 所 次 = p^ 和 — an ?可 能 (在 缺乏 以 前 运用 的 “限制 " 条 件 po ag 0 的 情况 下 ) TATO a 
4 =g", H 所 引入 的 不 均匀 Cox-Ross-Rubinstein 模型 表明 , 在 这 些 模型 的 选择 中 ， 
P (n = "3 er pt ( ALL (4,07) 的 Black-Merton-Scholes 模型 的 近似 ， 必须 相当 小 心地 园 到 MN 
PONS ii NY Ue wd ¥ ux) = i; 参数 (p, 0,0, 外， 因为 即使 具有 相对 于 原来 的 概率 测度 的 收敛 性 
这 里 SPE AGE 由 下 列 公式 来 确定 (根据 炽 人 性 要 求 ) go pn at <7" iuga, DRUMS T BG OPE. (对 带 参数 (uso?) 的 Black D eat 
‘Py = Pos tk Pag 不 成 立 . 而 这 转 而 导致 极限 前 ” 模型 的 合理 (对 冲 ) 价格 C; 
$ rE TE X Ur 级 限 " 模型 中 的 (所 期 待 的 ) 价格 Ci. 
| atb nap! 


PA, 类似 的 局 面 也 可 能 在 其 他 近似 模式 中 发 生 - 





二 sx muemanememme NEME — 0 0000 
Jeg 向 过 程 S = (St)eci 的 既 关 于 原来 的 测 


: ff om = (Se [Al AS 
5、 与 上 面 所 考察 的 过 程 5) 的 收 敏 性 相 联系 , 自然 要 引信 这 一 方向 的 某 


Wr (p^ 和 P), x Xe rer (P^ F P) 
些 一 般 结 果 . 

D ep i$ 讨论 , 认为 BP = 1, B,zit&lnt& 1, 我 们 首先 注意 
到 , 由 分 布 律 Law(S" | P^) WARK, a4 | 

说 不 能 得 到 Law(Sn |P") Bii, 尽管 序列 (Law (S^ |P"))n>1 是 紧密 的 (ig 
参见 专著 (250) 第 x 章 中 的 第 3 1), 因而 , 在 原则 上 , 可 能 有 多 个 极限 测度 ( 取 不 
的 子 列 }. : 

介 许 确保 极限 概率 测度 的 叭 一 性 的 标准 例子 之 一 在 于 , 除了 分 布 律 Low (S7 | Pr) 
的 弱 收 伍 条 件 和 邻近 性 (P^) 4 (P^) 以 外 ， 还 要 求 联合 分 布 律 Law(S", Z" | P^) HH 
收 敏 性 , 其 中 Z^ = (Za 和 Z? = E 为 测度 Pp 关于 测度 P? 的 密度 (Po 和 P? 
是 测度 P^ 和 pn 在 o- 代 数 FP 上 的 局 限 , 其 中 Fr 属于 其 上 定义 过 程 S" = (Sr)ig 
的 随机 基底 (2°, F”, (Fihi P^). 

于 是 由 所 谓 Le Cam 第 三 引 理 的 推广 文本 (参见 [250; 第 X 章 , 定理 3.3]) 得 到 ,分 
Ap AE Law(S", Z^ | P^) 的 序列 能 收敛 于 某 个 概率 测度 , 它 关 于 分 布 律 Law(S", Z^ | P") 
(n > 1) 的 弱 极 限 测度 绝对 连续 . 如 果 同 时 Law(S^, Z^ | P") 一 Law(S, Z|P), 那么 
Law(S^, Z" | P^) 一 Law(S, Z | P), 其 中 测度 P 满足 dP = ZaP. 

6. 为 了 解释 这 些 结果 , 我 们 再 转向 上 面 所 考察 的 Cox-Ross-Rubinstein 模型 (6)- 

(7); 为 简单 起 见 , 假设 + = 0, Bp = 1, 并 使 这 一 模型 采用 第 五 章 §3d 第 7 点 中 在 描 
述 最 小 鞭 测 度 的 构造 时 所 运用 的 形式 (也 参见 著作 [392]. 

W HR = Yap FIL, WR pb-qac 0, 那么 有 Mp = Y er 的 序列 M" = 
n y 3 i=l] 

(Mg)ken THE DES, HESKES (M^) = ((M")s)nen, 其 中 (M") = 

» DE = 07k, o? = pb? + qa? (= ab). 

如 果 令 of = 2, BARI H” = (Hr). 的 Doob 一 章 gio) 可 (用 增 

量 的 术语 ) 表达 为 下 列 形式 . i Pee OF OY 

AH? = a A(M"), + AMP. (29) 
设 bu < o?. FRA 


du Ta ~ ag AMT )gp^ (30) 
k-1 


的 (最 小 ) 测度 P^. (比较 第 五 章 83d 
H^ = (AP ken 的 (唯一 ) 次 测度 
直接 验证 来 确立 . 


中 的 (31)) 将 是 概率 测度 ,并 且 同 时 还 是 序 下 
"后 者 可 由 第 五 章 ioa 第 7 点 中 圾 叙 述 可 得 , 也 


3. “大 ”无 套利 市 场 的 系列 模式 和 渐 近 套利 


e 


int} 
ze = [[an-ataMp «e (Baa) 
我 们 把 St 表示 为 下 列 形式 : 
[nt] 


SP = Sè [[G + ABE) = Seem, 
k=1 


= S36 (E ag A (M?) + 2 | s 
{nt} 


k&- 


Xi M (Mii 为 有 平方 特征 (M) = (6M) 的 (在 某 个 随机 基底 (0,2. 
(Fen P) 上 的 ) FARER, a = (ai) BRAE a- (M) < oo ( BI f, a2d(M), 


< oo) 的 可 料 过 程 ， 
t 
n- | a,d(M), + Mi, (33) 
0 
以 及 
Zi D (-/ ordM, $ Si = Sod ( H),. (34) 
0 t 


在 公式 (31)-(34) 中 所 表达 的 结构 表明 , 必须 要 对 所 引信 的 对 象 提出 要 求 才能 有 
Te tes 


Law(S?, Z^;t < 1|P") 一 Law(St, Zeit < 1|P). (35) 


这 样 如 果 a" = (af t<i, M?” = (Mr )tx1 和 (M?) = ((Mn)ejtsa 为 由 (a? )k<ns 
aoe 和 ((M")k)k<n 所 构造 的 按 段 常数 过 程 ， 那么 为 了 有 收敛 性 (35), 显然 只 需 
ff 


r) 


t t 
Làw (M | a.dM,, f asd(M}s;t < 1 P). 
0 0 


BR 
和 这 各 和 时机 积分 的 收 全 性 的 各 种 各 笠 的 条 件 例 如 可 在 [250; 第 IX 章 ] 和 [254] 
: 竺 别 是 , 由 [254] 中 的 定理 2.6 和 2.11 导出 , 只 要 





[nt] [nt] 
Law (ur Soran, anam: <1 
k=1 k=1 


VICE as 


Law(My', a; ;t El | P") — Law(Mi, atit < 1|P) 


A 随机 金融 模型 中 的 定价 理论 ， 高 散 时 间 
ar 








成 立 ， DLE PUR oS BU — ico] RPE: 


sup Epa [sup iame] < n, 


那么 所 要 求 的 收敛 性 成 立 . 
对 于 模型 (6)-(7), 这 个 条 件 显然 满足 ， 并 且 作 为 极限 过 程 ，M = (Mk: 可 取 
为 [正如 由 第 3 点 得 到 ) M = oW, 的 过 程 ， 其 中 W = (Wisi 是 标准 维 纳 过 程 


o) = p c qa? FE H= pt +oW,, UR 5 = So£ (H). 由 于 dA (H), = é(H),dH,, 
故 dS, — S (pdt + adW;). 这 就 是 说 , 正如 所 期 待 的 , 过 程 5 = (50i 无 非 就 是 几何 


布朗 运动 : E 
$ = Sep] (n - Strom). 
由 (34) 我 们 也 求 得 
p p 
en 


在 所 考察 的 情形 下 , 如 局 在 §3c 第 5 点 的 例 1 中 那样 来 确立 , 邻近 性 (P^) a({P") 
成 立 . 因此 , 由 所 陈述 的 “Le Cam 第 三 引 理 ” 的 推广 文本 导出 


Law(Sr;t < 1{P") > Law(S,; t  1|P), 


其 中 dP = ZidP. 
由 于 根据 Girsanov 定理 (第 三 章 $3e), W, = W, + t HO W = eha 
关于 测度 P 为 维 纳 过 程 , 故 
Law(ut -- oW,:t < | | P) E Law(aW,; t S 1| P) 
= Law(oW,;t < 1|P). 
因此 ， 
Law($,:t < 1 |P) = Law(Sye- 5 oW. , <1 | P) 
于 在 第 3 HP AERC E T oy Ac RL. (参见 (26)) 


4. —-X Bj (B, 5)- 市 场 上 的 欧式 期 权 
$4a. 关于 期 权 合约 的 定价 问题 


1. 按照 第 一 章 ina rb rige 
形式 的 金融 工具 TE ROM, 在 金融 理论 中 通常 区 分 出 下 列 两 


著 本 的 ,或 者 第 一 位 的 





4. 二 叉 树 (有 3 市 场 上 的 欧式 期 权 


—— — ———— - 
及 run 

gi eh, 或 者 第 二 位 的 . 

在 前 面 几 章 中 , 汇率 和 基本 证 券 (银行 账户 , 股票 , 债券 ) 已 经 被 授 以 许多 关注 
# 守 上 动态 变化 的 各 种 模型 ， 引 人 统计 分 析 结果 ,以 用 来 特别 是 解释 全 融 时 间 数 和 
的 现象 , 诸如 聚集 性 , 分 形 性 , 具有 长 记忆 性 等 等 

对 给 出 生生 证 券 定 价 基础 的 理论 问题 也 投 以 很 大 的 关注 , 它们 依靠 在 “公平 " 构 
建 的 金融 市 场 的 元 套利 性 的 观念 上 . 

在 第 一 章 中 已 经 注意 到 , 使 用 衍生 证 券 不 仅 是 由 于 它们 的 投机 利益 才 有 意义 条 
生 证 券 的 重要 价值 在 于 它们 起 着 对 冲 金融 工具 的 作用 , BI, 它 是 防范 由 未 来 价格 运 
动 的 不 确定 性 所 引起 的 可 能 风险 的 金融 工具 . 

比如 公司 A 的 股票 “今日 ”价格 为 So = 100, 而 投资 者 期 待 它 的 价格 上 扬 (S. - 
120), 那么 他 可 能 (在 时 刻 n = 0) 购买 股票 , 并 在 以 后 (在 时 刻 n = 1) HEE. 获 利 
Sy — Sg = 120 — 100 = 20. 

当然 , 价格 也 可 能 下 跌 (So = 1001.5, = 80), FEKK- HESI H: S — 9, = 
80— 100 = —20. 

因此 , 在 所 考察 的 局 面 下 , 可 能 有 下 列 价 格 运动 : 


_ 
77 5,=80 


S,-120 


er AA (=20, 或 者 So = 100 的 20%) 伴随 着 “大 ” 亏损 风险 (= —20, cud x 
Ýt So = 100 的 20% 的 亏损 ) 

然而 , 除了 所 描述 的 投资 者 在 基本 证 券 市 场 上 进行 的 策略 (在 该 情形 下 为 购买 - 
NEAR) 以 外 它 还 可 能 在 衍生 证 券 市 场 上 这 样 运作 : 购买 执行 时 刻 为 n= 1 的 头 
neem (参见 第 一 章 中 的 §1c) 在 时 刻 n = 1 按照 比如 说 价格 K = 100 来 


y T, 如 果 S, = 100 以 及 S, = 120, 那么 投资 者 按照 (在 约定 的 未 来 ) m 
r = 100 购买 股票 , 并 立即 按 现货 市 场 上 的 市 场 价格 s. = 120 (在 所 谓 现 货 市 场 "1 
EM Coton 票 的 期 权 , 必须 对 
US 为 了 持 有 这 样 的 有 权 按 约定 的 价格 (K = 100) 购买 股 
VG 44 “权利 金 "， 设 这 一 权利 金 Ci = 10 于 是 在 股票 价格 上 白 的 情 
(8, So = 100 1 S, = 120) 期 权 购买 者 的 纯 收 益 将 是 10. 在 价格 下 跌 的 情形 
7100 | S, = 80) 期 权 购买 者 不 再 把 期 权 提交 执行 (* 当 股票 能 以 较 低 的 市 场 他 


ap wear 
my ben 远 期 等 等 ) 通常 称 为 期 货 (forward forward delivery) | 





€ 


à: 的 定价 理论 . 离散 时 间 
. 568 - 六 音 pie i MESE OT 








格 S, = 80 购买 时 , 按照 价格 K = 100 eee US"), TEN UU GE 
他 为 期 权 所 支付 的 “权利 金 ” (= 10) . 江 关 的 一 种 形式 ) 降低 了 投资 者 的 风险 (s 
这 样 一 来 , 使 用 买 人 期 权 (作为 入 生 证 券 有 Maga. 
损 从 20 单位 降低 为 现在 的 只 有 10 单位 ), 不 过 ， 可 能 的 收益 当然 也 变 少 (10 取代 
20). ix AUT, 可 以 说 对 于 预料 价格 上 扬 ( 即 按照 第 - 51c 的 术语 :“ 牛 市 ") 
的 投机 者 来 说 基于 购买 买 人 期 权 的 策略 比 起 基于 直接 的 购买 -出售 股票 的 策略 来 
J “防范 " 可 能 亏损 的 力量 . 
MAE :能 市 ”: 投机 者 预料 (在 所 考察 情形 下 的 股票 ) 价格 下 跌 . 在 原理 
[不 楚 止 在 多 个 市 场 上 出 售 股票 的 合约 , 尽管 在 这 些 市 场 上 作物 理 上 的 出 售 可 能 
不 行 . 我 们 设想 在 时 刻 n = 1 签订 了 按 价格 100 出 售 股票 的 合约 . 如 果 价 格 正 如 所 
预料 的 “能 市 " 5, 变 为 80, 那么 他 在 市 场 上 按照 这 一 “市 场 ” 价格 S, = 80 购买 股 
s 而 履行 合约 为 他 带 来 oo 单位 的 收益 . 如 果 S, = 120, 那么 “牛市 "外 亏损 变 为 20 
单位 . 换 句 话说 , 再 次 说 明 , 可 能 有 “高 ”收益 , 也 可 能 有 高 “亏损 ”. 
类 似 于 “牛市”, “熊市 ” 也 有 可 能 转向 衍生 证 券 市 场 . 例如 , 他 可 能 购买 卖 出 期 
权 (再 次 设 其 价格 为 10 单位 , 而 K = 100), 使 他 有 权利 (对 他 来 说 , 也 可 能 不 执行 ) 
按照 价格 K = 100 来 出 售 股票 . 于 是 , WE S = 80, 那么 他 按 这 一 “市 场 ” 价 格 购 
买 股票 , 并 按期 权 合约 预定 的 价格 K = 100 HE. 考虑 到 所 支付 的 权利 金 , 纯 收益 在 
价格 下 跌 的 情形 下 (So = 100 | 5, = 80) 为 20 - 10 = 10. 如 果 发 生 价格 上 扬 , 那么 
“和 牛市 " 带 来 的 亏损 为 10 单位 . 这 样 一 来 , 持 有 卖 出 期 权 降 低 了 投机 风险 , 与 此 相 
簿 的 是 也 减少 了 可 能 的 投机 收益 . 


上 面 折 引入 的 数字 特征 取得 相当 任意 ,尽管 如 此 ,从 整体 上 来 说 它们 恰当 地 说 
明了 衍生 证 券 的 “投机 " 作用 和 “防范 * 作用 | KHEN 


，2。 实 系 期 权 的 根本 问题 之 一 在 于 : 怎样 计算 持 有 期 权 合约 所 应 该 支付 的 “权利 
Bs 9168. 这 一 问题 无 论 对 于 证 券 的 购买 者 还 是 发 行 -出 售 者 来 说 都 有 意 
;了 局 于 玉 说, 同样 重要 的 问题 在 于 怎样 支配 所 得 到 的 “权利 金 ” 以 保证 签约 时 


所 预定 的 条 件 得 到 满足 .当然 , 发 行者 感 兴 趣 的 问题， ara 
时 ,他 的 整体 收益 和 亏损 的 评估 的 问题 还 有 在 期 权 合 约 的 市 场 “ 波 到 


注意 ， 这 样 那样 的 衍生 证 券 的 定 
样 作出 有 关 证 券 市 场 的 结构 和 功能 
型 (80, Cox-Ross-Rubinstein 模型 


者 有 可 Uic 可 
OANE EE A 英 X ge RS, RAN 
包 在 原版 和 英文 版 上 这 里 都 是 “能 市 “能 市" 


EE Qi See 


4. =A ( B, 5)- 市 场 上 的 欧式 期 权 


—— — MEN 
gui aer fu BOR UR IH “对 冲 ” 思想 的 成 熟 发 展 的 期 权 合约 定价 技巧 
up. 合理 价值 定价 和 对 冲 策略 定价 , T. 一 般 偿付 函数 情形 


1. 在 由 两 种 资产 所 组 成 的 (B, S)- 市 场 的 CRR 模型 中 : B = (py 为 银行 账户 
而 9 = (Sn) 为 股票 , 假定 


AB, = rB,. ls 
AS, = pnSn-1, d) 


其 中 (p,) 为 取 两 个 值 F b (a < b) 的 独立 随机 变量 序列 , 而 + 为 利率 , -1 <a - 
r<b. 

除了 要 求 (1) 以 外 , 假定 , 给 定 在 渗透 概率 空间 (0,55, (Fn), P) 上 的 序列 p = 
(on) 满足 

P(pn =b)=p, Plpn =a) =4Q, 
p+4=10<p<1, 并 且 对 于 每 个 mn”, E o, 为 多 ,- 可 测 . 

在 所 考察 的 模型 下 ， 所 有 的 随机 性 ， 形象 地 说 , 都 “来 自 ” 量 p， 因而, 作为 
基本 事件 空间 Q 或 者 可 取 作 Qy = [a,5)", BUR zn = a RË b (n < N) B FF 
Wt = (x1,z2,.… mu) 的 空间 , 或 者 是 空间 Qu = (ab), 即 有 rn = a 或 者 1 
€ {1,2,---}) 的 序列 x = (zi,z2,… ) 的 空间 . 这 时 , pn(z) = zn, 并 且 由 于 所 考察 
HEH Qu 和 Qo 的 离散 性 , 在 相应 的 Borel 集合 上 的 概率 测度 Py 或 者 P 完全 由 
具有 限 维 分 布 P. = Palt,- ,zu) 来 确定 , EP n <N 或 者 mn < oo 

JUR w(t na) = F (r) 为 zi (i <n) 等 于 4 的 个 数 ,那么 ,显然 


vy( 3,7 Fa) ,,n— eli. a) (2) 


Palar 4) =p q 
ATi, 可 以 说 , P, = Q @ .… @ Q 是 测度 Q 的 直 积 , 其 中 Q 满足 QUOD) =P, 
——$ 


tah) = gt P>0,¢g>0,p+ cem 1. 根据 第 五 章 gud, CRR- 模 型 是 无 套利 acid 





所 第 一 和 第 二 基本 定理 MEA n> 1, 存在 唯一 园 测 度 Pn ~ Pn 有 下 列 
M (ici (2)): 
P Enjen- Er Tn (3) 
其 中 Palti, = Eh) = proms 7 "Jg ( ). 
ac Gu uut Qut (4) 

由 heel me | ipei TERI: E : A 

: B 测度 P, 如同 测度 P， 一 样 , A “BR” 结构 : Pn = 一 一 Q, 其 中 
Qui, Er — i 

{b}) =P, Q({a}) = à 
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2. 我 们 将 考察 执行 时 间 N < % 的 欧式 期 权 , 其 偿付 函数 (偿付 案 求 ) fy 一 般 
来 说 ， 依赖 于 所 有 以 前 的 值 $9,91, 7 5 SNe 或 者 等 价 地 依赖 值 So,P1,'… pu. (关于 


内 从 种 定义 ,参见 第 一 章 中 的 8c) | 
ed Asin 中 对 于 期 权 合约 的 出 售 (发 行 ) 者 来 说 , 也 对 于 其 购买 者 来 说 
着 要 的 问题 在 于 理解 这 一 合约 的 “公平 ”( 或 者 “合理 价值 A 

根据 第 五 章 sib PHBL, 在 无 宏利 完全 市 场 上 ， 其 中 包括 所 考察 的 二 又 权 
(B, S)- 市场 公平 (合理) 价格 自然 认为 是 (完善 欧式 对 冲 ) H: 


C(fn;P) = inf{z > 0: 3v, 使 得 Xo = r4 XR = fn (P-a.s.)}, (5) 
其 中 X* = (X*)ocncw 为 对 应 自 融资 策略 m = (B, Y) 的 资本 . (详情 参见 第 五 章 $1b, 
以 及 本 章 的 81b.) 


这 时 , C(fn;P) 可 按 Sib 中 的 下 列 公 式 (4) 来 计算 : 
CUwiP)= BEDS, 
Hp E ARAM AE Py 的 均值 . 
对 于 模型 (1), By = Bo(Y +r)". 因此 , 这 里 


Clfn;P) Sr (7) 


并 且 从 原理 的 视角 来 看 , 这 一 公式 完全 解决 了 有 偿付 函数 jw 的 期 权 合约 的 合理 价 
格 问题 . 

尤其 引信 注 目的 是 , 在 所 考察 的 模型 中 , 从 购买 者 处 获得 权利 金 Cf; P) 的 其 
权 出 售 者 , 可 以 构成 这 样 的 组 合 (3,5). 使 得 其 资本 X* — (X8), c 在 时 刻 N 恰好 


ATENTAR fx. 这 时 , 正如 在 $b 中 已 经 注意 到 A x = (6.4) EA 
法 如 下 组 成 l, RAS 7 (6,7) 


RTR M = (Mn, Fn Pu), c. 其 中 


M, - E ( JI. 
F (总 


Wu S 7T. T 181 
根据 “入 -表示 式 ”, 可 求 得 这 样 的 可 料 序列 5 





s). 


= Wien, 使 得 
M,=M 3 X Sk 8) 
+ da (FY, nx N. l 
^ B. = M- 99 Riya i 
P B, ' | (参见 第 五 资 对 
gd: we 5 A 84b 和 本 章 中 的 81b) AME 


Xf = B,B, +7 ~ 
15S. = B e(d 
: Br | 多 


其 中 序列 m») 
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一 一 一 ES 
满足 r 
Xo = C(fw; P), (9) 
yx "完善 "性质 
XN = ÍN- 
由 于 A (St) Silos - 7) 
gU a (10) 
我 们 由 (8) 看 到 
Man = Mo + X AP (px — r) = Mot ay Amp, (11) 
k=1 k=1 


其 中 al? 305, 由 下 列 关系 式 相 联 系 : 





~(p) 
n (12) 
而 序列 m» = (mP, 多 PN)n<N， 
m? = Xo. - n) a3) 
k=l 
Ta. 
, Š _ A 
以 后 将 变 得 很 明显 , 除了 序列 p = (pn) 以 外 , HERI MMS] APPA 9 = (Ga), 
eo (14) 
Ôn — b—a * 
显然 这 时 有 
b _ ji (15) 
Pn = > on = 0 
UR g à 
Meg O9. «5. » £n) - oló- Ka 
Us (16) 
Ôk -p= Ems f 


QU 
T (8) 和 (1) 以 外 , 我 们 也 有 表示 式 
n (17) 
M = Mot yam,” 
k=1 
= (mP Fk, Py), 


n (18) 
ni? = 136-9 
I1 
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otz" 


Le LR 
e a = (b- aja”. 


我 们 把 所 叙述 的 结果 概述 为 下 列 断言 
定理 1. 1) 在 CRR 模型 中 , 对 于 任何 N 和 任何 殖 N- 可 测 的 偿付 索 求 fy, 公平 
价格 C( fy; P) 由 下 列 公式 来 确定 : 


(19) 


zoj 
Ch; P) = Ern (20) 
其 中 HRPM Py 的 均值 M . 1 
2) 存在 完善 自 融资 对 冲 元 = (8,7), 其 资本 X 二 OG) se 满足 
Xi -C(fwi P), XÑ fw 


X? =Ë n Fn . (21) 


3) 对 冲 和 的 成 分 5 = (Brno 和 了 = neu 满足 





Aa S 
Bn = M, — nus 
B J 


n 


其 中 和 (n < N) d T M = (My, Fa, Pu) e 的 ARR” (8) 来 确定 ,这 时 
M, = E (A Fn) - 


By 
3. EAE CARA LEAT SL, 求 出 完善 对 冲 元 (5 2s 以 最 直接 的 方式 联系 着 由 


相互 等 价 的 表示 式 (8), (11) 或 (之 一 





AE LAB M = (M, Fa Pyne 的 获得 可 
能 . 下 面 的 定理 描述 了 一 种 成 功效 得 这 样 的 表示 式 的 相 reselling 
定理 2. 设 偿付 函 教 
fv = Bug(Ay), (22) 


FFP g=g(An) 为 AN 86 4... 
那么 在 表示 式 (17) 中 系数 WORT EM. 
a? = GN-k(Ak-1;D), 


I«i« N, (23) 
其 中 Ao = 0 以 及 


G,(z;p) = : 


ÍO T 








4. 二 又 树 (B, S-P LHR 
—— €t 


573 
= 


一 一 


证 明 , 我 们 首先 察觉 ,Mn = E(My | Fa), 其 中 My- fv 
由 于 AM, = Gh Ami, 故 对 于 80 = al) 6,... £5 我 们 求 得 


g6) = ElMu [ns -DID 一 EMw15 ,5 1) 
n ] 一 方 一 

_ EUAN) | ór 15,1) - E(g(Aw) ài, na) 

= a a et aa 

l-p : 


在 集合 On dj 上， 
E(g(Aw) | Fn) = Eg(z +1 + Aw — As), 
以 及 
E(9(Aw) Fn-1) = Eg(z + Aw ~ Ani) 


= PEg(z +1+ An — An) + (1— B)Ég(z + Aw — An). 
因此 , 在 这 个 集合 上 ， 


E(g(Aw) | Fa) ~ E(g(Aw) | 5-1) 


= (1 ~- DElg(s +1 + Aw — An) -glz + An ~ An) 
N-n 

= tl) >, [gle + 1+ k) — g(z - k))Ch np - 5) 77 
k=0 


= (1 — p)Gn_na(z;p), 
SERI (o5). 就 导致 所 要 求 的 表示 式 (23) 
定理 得 证 . 


Me. 合理 价值 定价 和 对 冲 策略 定价 . TI. Markov 偿付 函数 情形 


为 我 们 将 假定 偿付 函数 fn 有 下 列 “Markov ”形式 : fw = f(Sw), 其 中 f= f(x) 
"mo OEE am, 


X? = E[f(Sw)(1 4 7) 7 154] (1) 


Ate 
NA n 的 完善 对 冲 的 资本 特别 是 


É ~ 2 
C(fw;P) = XẸ = Elf (Sn) +7) M" (3) 


ig 


n n= 3 
Fn (a; p) = $7 f(z(1 4 )*( +a)" Cap" ~P) ; ie 
k=0 
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SAA (N=-n)-(An-An) 
[] GF) 


n<keN 


a 


pr—@ 
Eb A chr s hr 





EJ T II (1 i) = Fu-a(ziP) (5) 
nck& N 
e p 
T RR 
h SN = Sn Il (1 + pk); (6) 
nck&N 


由 (5) 我 们 得 到 下 列 结 果 . 
定理 1. 在 有 Markov 偿付 函数 fy = f(Sy) 的 CRR- 模 型 中 , 完善 对 冲 元 的 次 
X* = (XË jhen 由 下 列 公式 确定 : 
Xq = (1+1) V7 Fu nS; B). (7) 
特别 是 ， 期权 的 合理 价格 由 下 列 公 式 确定 : 
C(fw;P) = Xj = (1 + r)^" Fw (So; D). (8) 
2. 我 们 现在 转向 完善 对 冲 元 = (9,3) 的 结构 问题 . 


令 
jo) «EE err 
于 是 根据 上 节 中 的 定理 2, 在 下 列 对 于 


N 





Mn = XN " f(Su) 
E 
的 表示 式 中 : 
My = My rae, (5, - p), 
可 料 函 数 t 
at”) = Gy_i(A,; ’ (10) 
其 中 i1: p), 


a es 
G UE, == T É 
N (x; p) Bn Ch - p)N-i-k 


8, N (1+b\"t*1 
x ví oll + a) GE) Jz r(s +a)" (A te ) i (11) 
1+ 
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a oo - 


如 果 这 里 令 r= Ai- 那么 考虑 到 等 式 


Ay-1 
Si-1 = So(1 +a)" (=) 
l+a i 








以 及 记号 (3), 由 (11) 得 到 ， 
CN-i(Ai P) = Fy Iv (Si + by p) - Fw_i(Si-1(1 + a); p). (12) 
现在 我 们 察觉 , 根据 44b 中 的 公式 (12) 和 (16), 


5 a” B, Gy-i{Ai-1;p) Bi 


S; 1(b — a) E S;i(b-a) ` (13) 
ii (12) 和 (13) 我 们 求 得 
Fy i i-1 14b F S;_1(1 + a); p) 
= (14 ry 79 , PS + m Desc +97) gy 
如 同 在 gab 中 那样 , ig j 
À ideae 
i B; 


由 策略 元 = (8,3) 的 自 融资 性 ， 


^B, By + A^ -Si-1 = 0. 
因此 


XT AS BB i—1 + %- 19;—1 - BBi-1 + TiSi- 
而 这 就 是 说 ， 


SIER (7) 和 (14), 我 们 求 得 
B — Enia (Sip) | Gw-(s otn 
Bn b- 
Ù Be (Eni (SiP) 


5 
Sca) i (15) 





我 们 综述 所 得 到 的 结果 ， MARET 
[^ 
hs ER 2. 在 有 fy = f(Sy) 的 CRR- 模 型 中 ， 完善 对 冲 #(3,9) 
17 0 由 公式 (14) 和 (15) AX. 


= (Been 


O ee 
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推论 TAAR A 和 和 RAAT “过 去 的 " d Si-1 
B = Alsi) 5*7 c (Si-1)- 

推论 2. EE UC / = f(z) 不 减 那么 由 (3) 和 (14) 得 到 ,， 对 于 完善 对 冲 
x (8,5), didit 5, 2 0 对 于 所 有 is NN BRS. 

注 ， 如果 把 量 记 的 负 性 解释 为 卖 空 股票 ( 即 所 谓 short-selling), 那么 推论 2 的 
结果 意味 着 , 在 f(z) 为 非 负 函 数 的 情形 下 ， 完善 对 冲 是 无 卖 空 对 冲 ， 
gad. 标准 买 入 期 权 和 标准 卖 出 期 权 

1. 对 于 标准 的 买 人 期 权 来 说 ， 

f(Su) = (Su ~ K)*, 


其 中 N 为 到 期 时 刻 (maturity time), 而 K 是 执行 价格 (strike price). 在 上 节 中 得 到 
的 对 于 完善 对 冲 的 合理 价格 在 这 里 自然 可 简化 . 
根据 $4c 中 的 定义 (3), 


n k 
FSi = m0 -amaosa ea (12) -«) 0) 


k=0 l+a 





设 | 
Ky = Ko (an; x) 
为 满足 下 列 条 件 的 最 小 整数 : 


Ko 
sta" (1) > 天 (2) 
l+a 


为 简单 起 见 ， 在 n= (Sy — K)* 的 情形 下 iac Y (o. "T1 
需要 强调 对 K 的 依赖 性 . | IE C(fw; P) 为 Cn 或 Cn 


如 果 Ko > N, 那么 Fy(So;p) = 0, 因而 , 在 这 


理 价格 Cu = 0, 因为 这 时 显然 有 Sy < Kd 
其 价格 为 零 i aio 


因此 , 我 们 将 假定 Ko < N. 于 是 


一 情形 下 (参见 4c 中 的 (8)), 8 
权 购 买 者 不 可 能 有 任何 收益 , 从 而 


CN = (1 +r)" Fy(Sy;g) 


1 十 m 


N 
=50 > CAP" (1 — gjN-* (ui) (my 
十 


" r) Viva 


N 
-K =N 
ju pa CAPA (1 — p)N-*. (3) 
=Ko 





4. OXR (6,5)- 市 场 上 的 葡 式 期 权 
taii nni E gata eae 





E —— 
? 





N 
B(j, Nip) = 》 Chp*(1 一 站 wk 
- 


在 这 些 记号 下 ， 我 们 得 到 下 列 G. Cox, R. Ross 和 M. Rubinstein [82] 的 结果 . 
定理 . 对 于 有 偿付 函 教 (Sn) = (SN ~ K)* 的 标准 欧式 期 权 , 公平 (合理 ) 价格 
CN = SoB(Ko, N; p*) — K(1 +r)  B(Ko, N; p), (6) 
AT K 1 十 
ü » 
Ko =1+ anra hin (1) 
如 果 Ky» N, 那么 Cy 20. 
2. 由 于 
(K — Sy)* — (Su — K)* — Su +K, 
故 对 于 卖 出 期 权 的 合理 (公平 ) 价格 , 记 为 Pru, 由 下 列 公式 确定 ; 


Py 一 E(1 +r) "(K — Sy)" 
= Cy — EQ +r)” Sy + K(l+r)™. (8) 


这 里 E(1 + r)-wSw = So. 因此 , 下 列 所 谓 买 入 - 卖 出 期 权 平 价 便 等 式 成 六 
Ph ECAR (9) 


3, 假定 f = f(Sy) 为 某 个 偿付 函数 , 而 CX? = Bee PME 
下 列 有 意思 的 观察 (参见 例如 ，[121]， [122]) 表明 ， 正如 对 于 偿付 函数 (Sw =a) 
URBI Mog CU (ac > 0) 那样 , RT RIORHUAET 9I HER /的 全 P. ) 为 
BERM f = f(z) (x > 0) 有 一 阶 导数 IG) = fo sain T 
UMRA) 上 的 ( 带 符号 的 ) 有 限 测度 . (如 果 函 数 f) 存在 “通常 
S uldu) = f"(yyay.) 于 是 直接 可 验证 


f(x) = f(0) + zf (0) «f (r— K)* u(dK), 
就是 说 


FCSN) = f(0) + Sw f'(0) + $ (Sv — K)* n(aK) (P-a-s:): 
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FRE Pw 的 数学 期 望 , 我 们 求 得 


Ken IO, Sroa [ ESI wa), 
pen UA d Bu 


因而 .根据 81b 中 的 公式 (6), 
ci? = (1 r)7^ £0) + $f(0) + f CN paK). (10) 


我 们 察觉 , 如 果 f(r) = (x - K.))*. Ke > 0, 那么 测度 udr) 聚集 在 点 K. E, 即 
pe(dK) = ôr. (dx), 并 且 正 如 早 就 期 待 的 ,Cg = or. 


4. 公式 (6) 和 (9) ARTE 入 期 权 和 卖 出 期 权 的 合理 价格 求 值 的 问题 对 于 这 
些 期 权 的 发 行者 来 说 重 有 实际 意义 的 是 计算 完善 对 冲 元 = (8,3), 它 可 依靠 上 节 公 
式 (15) 和 (14) 来 引入 . 对 这 些 公式 我 们 不 作 详 细 分 析 ， 而 只 限于 对 一 个 简单 例子 的 
讨论 其 思想 取 自 著作 [62]. (也 参见 [443], 以 及 在 本 章 开始 考察 的 类 似 的 说 明 性 的 
例子 .) 


例 . 我 们 考察 两 种 货币 , 比如 A WB. WE S, 是 100 单位 货币 A 用 货币 B 的 单 
位 来 度量 的 价值 , 并 且 n = 0 和 1. 假定 S, = 150, 并 期 待 在 时 刻 n = 1 价格 S 可 
能 变 为 180 (货币 A 的 汇率 上 涨 ) 或 者 90 (货币 A 的 汇率 下 跌 ). 
id 
Sı = So(1 + p1), (11) 


我 们 求 得 , o: 取 两 个 值 M a, KA b= i M am —2, 分 别 对 应 货币 A 的 汇率 的 上 
涨 和 下 降 . 


设 Bo = 1 ( 按 货币 B 的 单位 ) 和 "=0. RIVE, (为 简化 计算 ) 假定 对 银行 账户 
的 资金 借贷 都 没有 利息 . 
V N —19 /(5) = (5, — K)*, Hh K = 150(B), BN K = 150 单位 货币 也 


这 样 一 来 , 当 货币 A 的 汇率 上 涨 时 , 买 人 期 权 购买 者 和 _ 30 (fef Bd 
位 ). 当 其 下 跌 时 ,1(S) = 0. 者 得 到 180 — 150 = 30 ( 货 


EK id Pi — b 和 pi = a 的 概率 说 什么 . 如 果 假定 货币 A 的 汇率 上 涨 和 
E 3 RE, MA Ef(S,) = 30.14 = 15 并 且 追 溯 到 Bernoulli 和 Huyge”! 
时 代 (参见 例如 , (186; 397-402 页 ]) 


位 货币 B. » 这 种 期 权 所 要 求 的 自然 支付 为 量 Ef(S1) =15 单 
a) Mies aput eie iiy 于 关于 概率 p= P(5, =b) 和 1 一 p= PR 
值 Ef(S1) 也 随 之 改变 。 ARIES), Ef(S1) = 15 (B). 但 是 如 果 p # i HA 

如 果 同 时 还 考虑 到 在 现实 状况 
么 变 得 明显 的 是 , 确定 自然 价格 的 


p 并 无 决定 性 的 证 名， 
经 典 途 径 不 可 能 被 认为 是 令 人 满意 的 ， 





4 —X9 (5,5) T635 ERM E 
—et a 
含义 - 述 合理 定价 理论 是 在 p TT RE ps 
X 含义 F; 上 述 上 "d p ] 能 是 满足 0< p«1 的 任意 数 的 候 
acct, 而 用 来 ( 按 经 典 模 式 ) 进行 计 算 的 信 应 取信 


—— 


在 所 考察 的 例子 中 ， 





¥N=1, MŚ a= —2, b = $, So = KK = 150 时 ,对 应 的 值 Ko = Kola, b 1; 5)/K) = 
1, 因而 , 根据 (3), 
C; = SoEÜL +b) — KB — Sop = 150- D l 220. 

这 样 一 来 , 购买 者 获得 期 权 , 必须 支付 等 于 20 (单位 货币 B) 的 权利 金 Ci, CM 
在 可 看 作 期 权 出 售 (发 行 ) 者 的 初始 资本 Xo = 20 (B), 并 作为 投资 者 把 它 投入 市 场 

我 们 把 资本 Xo 表示 为 它 (对 于 (B, 5)- 市 场 ) 的 通常 形式 : Xo = Go Bo + 50. 
如 果 认为 Bo = 1 以 及 So = 150, 那么 资本 Xo = 20 (B) 可 记 为 形式 20 = 0+ i150. 
BIE, By = 0, yo = 2, JEFE B A (Bo, w) 理解 为: 在 货币 B 的 银行 账户 中 
存 人 0 单位 , 而 yo . So = A. 150 = 20 为 可 转换 为 货币 A 的 20 单位 货币 B. 

设 发 行者 有 可 能 (从 货币 B 的 银行 账户 中 ) 伐 出 自然 必须 要 归还 的 资金 . 那么 
MVEA X = 20 (B) 可 能 例如 表示 为 这 样 的 形式 : Xo = -30+ 5-150, 它 对 应 组 合 
(6,70) = (~30, 1), 意味 着 从 银行 账户 贷 出 30 单位 货币 B, 但 发 行者 随即 把 3 150 
MUSA B 换 成 货币 A, 得 到 33.33 单位 . 

BE, 发 行者 作为 所 考察 的 【B, S) -市 场 的 投资 者 , 选取 组 合 (3) = (9) 
“ 们 考察 这 一 组 合 在 时 刻 N = 1 给 出 什么 的 问题 
由 所 作 的 假定 , B= p, —1, 在 银行 账户 中 将 有 记忆 = -30 单位 货币 B 
从 如 果 发 生 货 币 A “ERK (*180B = 100 A"), 对 发 行者 来 说 , 33.33 单位 这 种 贷 

IL 60 单位 货币 B, 其 中 30 单位 用 来 归还 银行 账户 dude 30 单位 发生 

“0 = 30 单位 货币 B, 用 来 支付 期 权 购买 者 , 完全 执行 合约 条 人 22 
een RENT A “RRR, 那么 33.33 单位 这 种 货币 价值 30 M si 
an EHI, xd pu ERI KE LASER. BOT DTI 


所 选择 的 组 合 


ri, ELEMEI 
tha (Orn) = (Ca0,3) 可 能 显得 有 点 人 为 . 然而; EBLES 


式 
,根据 4c 中 的 公式 (14), 完善 对 冲 m= mo) 的 “最 优 " 值 由 下 列 方 





E 
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Ti(So) = So(b — a) 
HSol +o) -SCl + 0)) _ ASU + 5)) 
E So(b — o) Solb — a) 
(S014b)-KY b . UB d 
= go b-a 1/54+2/5 3 
(i 91 = 3o 由 下 列 条 件 来 确定 : 
Xo = Po + 0 So. 


由 于 Xo = 20, yo = $ 和 So = 150, 故 B = Bs = 一 30， 也 就 是 取 上 述 值 . 


自 所 引 和 人 的 讨论 来 看 很 明显 , 期 权 购买 者 的 纯 收 益 V (51) (作为 K 给 定时 的 s, 


的 函数 ) 由 下 列 公 式 给 定 : 


V(S$j)) = (5 - KY - Ci, 


其 图 像 表现 在 下 列 图 上 : 


dan 





当然 , 这 里 提出 的 问题 自然 是 期 权 出 售 者 有 怎样 的 收益 
ems. 而 了 和 家 的 人 于 中 无 论 是 在 货币 A “上涨 ” 的 情形 下 , 还 是 在 
FR , 这 一 收益 总 是 等 于 零 这 Ez 
去 发 行 类 似 的 期 权 和 其 他 衍生 证 券 maa eee oe 
uc eie LN AESSR, 其 中 首先 是 因为 存在 “经 纪 费 用 ” “Me P 
EIL EI MART T EECA. 例如 “佣金 " 可 看 作 期 
“全 而 ,还 需要 注意 到 这 样 的 情况 , 发 行者 (可 能 在 一 个 短 时 期 内 ) 持 有 
由 权利 金 所 汇集 的 补充 资金 ,可 用 来 使 他 的 资本 增值 


还 可 提出 这 样 的 问题: 为 什 和 
MEE RUE UIMM: 为 什么 在 金融 市 场 上 会 存在 和 运用 形形色色 、 Be 


一 种 解释 在 于 在 市 场 上 总 是 有 些 人 
机 此 就 录 定 有 人 应 运 而 生来 利用 这 一半 
(为 出 现 “ 和 牛市 ” 时 考量 )， 或 者 发 行 卖 出 
它们 与 其 他 衍生 证 券 的 组 合 配置 的 发 


盘算 汇率 、 股 价 等 等 或 者 下 跌 ， 或 者 上 
面 ， 正 是 这 样 造就 发 行 买 人 期 权 的 发 和 


的 信和 (为 出 现 “熊市” 时 考量 ) 或 





4. 二叉树 (8,5)- 市 场 上 的 欧式 期 权 - 5&1 


M —— M9—nÀ 
— 
re 
—— 








B 
uio. 基于 期 权 的 策略 (组 合 , 价差 ,配置 


1 在 实际 中 , 已 知 有 各 种 各 样 的 期 权 及 其 组 合 . 在 第 一 章 81c 中 , 引进 了 某 些 其 
的 名 称 (“有 后 效 期 权 "，“ 亚 式 期 权 " 等 等 ). 由 于 许多 期 权 的 非 同 寻常 和 意味 深长 
孝 被 称 之 为 “特种 期 权 (exotic options)" {参见 例如 , [414]). 

我 们 也 引入 一 系列 基于 各 种 期 权 形式 的 流行 策略 的 名 称 和 某 些 特征 . 通常 这 些 
路 可 分 为 两 类 : 组 合 和 价差. 它们 之 间 的 区 别 在 于 , 组 合 由 不 同 种 的 期 权 形式 所 构 
成 而 价差 是 由 同一 种 的 期 权 形 式 所 构成 (详情 参见 例如 , (50), 其 中 也 包含 相应 的 
计算 信息 以 及 反映 金融 工程 问题 的 书目 , 这 里 所 说 的 金融 工程 的 重要 工具 就 是 所 考 
家 的 基于 期 权 的 策略 .) 


2. 组 合 (combinations). 

JS (straddle) 是 在 同一 种 股票 上 有 同样 的 执行 价格 K 和 到 期 时 间 N BELA. 
期 权 与 卖 出 期 权 的 组 合 . 对 于 这 样 的 组 合 , BARS BR V (Sy) (= f(Sy)-Cw) 
由 下 列 公式 来 确定 : 

VON = |Sy — K]--Cw. 

这 个 函数 的 图 像 表现 在 下 列 图 上 : 


V(SN) 





JF (strangle) 是 在 同 _ 种 股票 上 有 同样 的 到 期 日 N 而 有 不 同 的 执行 价格 K 


«c 的 买 入 期权 与 卖 出 期 权 的 组 合 . 对 于 购买 者 的 函数 Y(Sw) 的 典型 图 像 有 下 列 


V(SN) 





i 
FL, RU vtsw) 可 记 为 下 列 形式 : 


VS») 13, L Kalli > 20): Hc — Ee RO 


第 六 章 随机 金融 模型 中 的 定价 理论 离散 时 间 
得 一般 来 说 有 不 同 的 执行 价格 K 和 K 的 


strap) 是 有 同样 的 到 期 日 N 
EHF (strap) 是 有 | , 二 Ka = K, 那么 函数 


一 个 卖 出 期 权 与 两 个 头 入 期 权 的 组 合 . 如 果 K 
K|I(Su < K) - Cu. 


V(Sw) = 2i8u - KII(S > K) * [Sn 一 


“不 对 称 ” 特征 : 


在 这 一 情形 下 , 函数 V(5w) 的 性 态 图 形 有 





TE (strip) 是 有 同样 的 到 期 日 N 但 一 般 来 说 有 不 同 的 执行 价格 Ki 和 K 
的 一 个 买 人 期 权 与 两 个 卖 出 期 权 的 组 合 . 相应 的 函数 V (Sw) 有 下 列 形 式 : 


V(SN) = |Sn — Koll (Sn > Ki) 十 中 SN 一 Kili(SN < K) —Cy. 


函数 V (Sw) HAEE T APH: 


V(Sn) 





3. 价差 (spreads). 
“牛市 " 价差 是 由 购买 有 执行 价 
Ka > K, 的 买 A we ( 较 高 的 ) ut t 


V(Sy) = |K; — 
N) = IK2 - Kil(Sy > Ky) +|Sy — KilI(Ki < Sy < Kz) 一 CN， 


其 函数 图 像 有 下 列 样式 ， 








5. —XHh (B 5)- 市 场 上 的 美式 期 权 
| Le 5)- 市 场 上 的 美式 期 权 5&3 
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当 投资 者 预料 〈 比 如 股票 ) 价格 上 扬 时 ,为 限制 自己 的 亏损 量 , 他 们 就 会 适当 地 
gi piti 价差 . 然而 , 这 一 组 合 也 限制 了 盈余 量 

:能 市 " 价差 是 由 出 售 有 执行 价格 K 的 买 入 期 权 和 购买 有 ( 较 高 的 ) 执行 价格 
Ky > Ky 的 买 人 期 权 所 构成 的 策略 . 对 于 这 一 组 合 ， 


V(Sy) = -|K2 - Ki (Su 2 K2) + [Sn 一 KiH(K, < Sy < Kı) * Cy, 


相应 的 图 像 有 下 列 样 式 : 





当 投 资 者 预料 (比如 股票 ) 价格 下 跌 , 同时 ， 又 力求 限制 可 能 在 价格 上 扬 时 所 产 
生 的 亏损 量 时 , 投向 类 似 的 组 合 就 很 有 意义 ， 

关于 其 他 形式 的 价差 配置 参见 [50] 中 的 824. 

4 除了 上 述 的 标准 ( 买 人 和 卖 出 ) 期 权 的 组 合 以 外 ， 在 证 券 市 场 上 还 会 过 到 其 
id 例如 由 同时 购买 期 权 (作为 衍生 证 券 ) 和 股票 (作为 基本 证 券 ) 所 构成 
a, 当 投资 者 为 防范 股票 价格 低 于 一 定 水 平时 的 风险 时 ,就 会 采用 类似 
DA EUNT, 那么 持 有 过 出 期 权 的 投资 者 就 可 按 较 高 的 (执行 ) DREAMEN, 

受 ( 较 低 的 ) 现价 所 影响 . (参见 [50] 中 的 $22) 


"二叉树 (B, 5)- 市 场 上 的 美式 期 权 


ba, 
* 关于 美式 期 权 的 定价 问题 
kar 在 考察 美式 期 权时 ，" 定 价 理论 ” 的 基本 问题 (无论 是 本 
F) 归结 如 下 : 


散 时 间 情 形 下 , 还 是 


a 


章 随机 金融 模型 中 的 定价 理论 ， 离散 时 间 
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(i) 车 给 定 的 偿付 函数 的 期 权 合约 有 怎样 的 合理 (公平 互利 ) 价格 ; 


ji 期 权 购买 者 有 怎样 的 合理 提交 执行 时 刻 | 
(ii) 其 和 出售 者 为 确保 满足 合约 条 件 有 怎样 的 最 优 对 冲 策略 
a HUE : 要 关注 前 两 类 问题 (i) 和 (ii). 
本 节 致 力 于 离散 时 间 情形 下 的 美式 期 权 定价 , 3- 
在 原理 上 , AKA (iii) 的 求 出 对 冲 策略 的 解答 将 在 82c 的 定理 2 和 3 中 给 出 . 
2 我 们 将 保持 在 $4b 中 描述 的 (B, 9 六 市 场 的 CRR- 模 型 , 即 假定 AB, = >B 1， 
AS, = pnSn_1, 其 中 p= (pn) 为 有 P(pn = b) = p, P(pn = a) = 9 的 独立 同 分 布 随机 


变量 序列 ， fü -1 c«a«r«bptq- 1, 0c«p« l. 
在 本 质 上 用 来 简化 今后 的 数学 分 析 的 补充 假定 在 于 取 某 个 > 1, 使 得 


= 入 -1 和 a=A'-1. (1) 


Jt. 取代 确定 价格 值 S, (n > 1) 演变 的 两 个 参数 M b, 我 们 将 假定 只 有 
一 个 参数 A, 而 a 和 bb 则 由 公式 (1) 来 求 得 . 


于 是 , 显然 有 
Sn E S94? *^ Bia. (2) 


其 中 P(e; = 1) = P(pi =b) = p, Ple: = 1) = P(pi = a) = q. (参见 第 二 章 Fle.) 
如 果 还 假定 ,56 局 于 集合 E= rk = 0,4),---}, 那么 我 们 看 到 ， 对 于 任何 
n > 1, 状态 5。 将 属于 同一 个 集合 E. 
有 So e E 并 用 关系 式 (2) 来 描述 的 序列 S = (5S,)wyo 通常 称 为 (比较 第 二 章 
8lc) 关于 状态 集合 E = {Afk =0, +1,- } 的 几何 随机 游 走 . 
W zc ET P, 表示 序列 (S,),5o 关于 测度 P 的 概率 分 布 , 其 中 假定 So m 
P. = Law((S,)nz0|P,5o = z). 
对 应 随机 过 程 理论 的 标准 术语 , 可 以 说 , 所 考察 的 有 概率 族 P。(z e E) 的 序列 
S =(Sn)nz0 形成 齐 次 Markov 随 机 游 走 , 或 者 (离散 时 间 ) 齐 次 Markov itf. 
设 了 为 一 步 转移 算 子 , 即 , 对 于 定义 在 上 的 函数 g= g(z), 有 


Tg(z) =Ezg( Si)， mc E, (3) 
其 中 E, 是 关于 测度 P. 的 均值 
在 所 考察 的 情形 (2) 中 ， 
T9(z) = pg(Ax) + (1 — p)g (5) @) 
3. 用 CRR- 模 型 描述 的 (B.S) -市场 既是 无 套利 的 ， 又 是 党 全 的 ， 这 时 ,唯一 的 


测度 是 如 下 定义 的 测度 P: 


Ple = 1) =P(p, =) = 7 —2 


— 


b-a’ P(e; = =1) = P(p, = a) = 一 一. 
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———— 


EL .——— 
/参见 例如 第 五 章 中 的 §1d.) 

根据 第 五 章 中 所 叙述 的 “无 套利 - 鞠 ” 的 思路, 所 有 概率 计算 不 应 对 于 原来 的 测 
gp 来 进行 ,而 是 必须 关于 测度 P 来 进行 ,为 了 不 引 和 新 的 记号 ,从 一 开始 我 们 就 
pë, P =P, 而 这 就 是 说 ， 








r—a | 
dur me vens (5) 
考虑 到 假定 (1), RA TR, 
a |-—A! A-a-! 
”No t NI UR (6) 
Ki ac (1r) . 
Wf = o fioc) 为 偿付 函数 系 , 它们 通常 给 定 在 渗透 概率 空间 (0, F(F,)no0, 
P), Fo = (2,01). 


对 应 于 §2a, 我 们 将 以 NY 表示 所 有 满足 n < 7 < N 的 停 时 的 类 ; 以 ote don 
所 有 满足 > n 的 停 时 的 类 . 

在 美式 期 权 情形 下 , 期 权 购买 者 有 可 能 独立 选择 执行 时 刻 r, 并 使 他 获得 偿付 为 
f. 如 果 假 定 , 合约 在 时 刻 n= 0 签 定 , 而 其 终止 日 为 时 刻 m = N, 那么 可 以 说 美式 
期 权 购 买 者 有 可 能 在 类 om 中 选择 任何 时 刻 7 来 作 为 合约 终止 运作 的 时 刻 . 这 时 ， 
当然 , 期 权 出 售 者 必须 在 其 运作 中 , 考虑 对 他 来 说 , 既 由 于 购买 者 所 选择 的 时 刻 r, 又 
(在 不 完全 市 场 上 ) 由 可 能 的 鞭 测 度 之 一 所 作 的 “大 自然 "的 选择 ， 所 造成 的 最 不 利 
的 可 能 性 . 因此 , 对 应 81a, 在 构成 美式 期 权 的 出 售 者 的 策略 时 ， 自然 要 掌握 实现 “E 
式 对 冲 " 的 策略 . 
我 们 所 考察 的 (B, 5)- 市 场 是 完全 的 , 并 且 对 于 美式 对 冲 的 上 价格 (E 2e 中 

(5)) 


Cy(f; P) = inf{y: 2« RIG XT = y, X7 > fr (Pas), Yr E 9n») (7) 


CAP ae se s MERAY Ms, 并 且 下 列 公式 成 立 (BL 82c PA (19): 
Cy(f;P) = sup Bee. (8) 
remy T 

“ 们 记得 , 这 里 p 是 按 (pe) 测度 P 的 均值 

PE EE duAm T EU ante SAE AP 
“2 的 基本 观念 

jg HRS Rom (第 2 节 ) 得 到 , 用 公式 o ia 
Cv P) 就 是 那个 出 信者 还 有 可 能 满足 该 合约 条件 取 方 互利 的 价 


期 权 的 ~ 
h 购买 者 也 在 这 一 含义 下 , 把 价格 Cu Us P) 的 次 
根据 一 般 理论 ,期 权 出 售 者 能 这 样 来 形成 自 己 的 对 冲 策略 元 使 得 它 


ky 
T 对 于 任何 T€ go. 都 不 小 于 i? 


下 怎样 做 才能 满足 








,SS6 - 第 六 
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— — 


者 他 同意 合约 的 价格 等 于 C (UJ P), 必定 以 最 
ay, 或 者 干脆 说 , 把 期 权 提交 执行 的 时 刻 . 

很 明显 如 果 购 买 者 在 满足 XF > fo 的 时 刻 o 终止 合约 的 运作 , 那么 这 就 为 出 
售 者 在 满足 向 购买 者 支付 f。 的 合约 条 件 同 时 ， 带 来 纯 收益 Xe — fo. Plik, 购买 者 
应 该 选取 使 得 XT = fo 的 时 刻 o. 这 样 的 时 刻 实际 上 是 在 在 的 , 而 正如 §2c 的 定理 
4 得 到 ， 它 就 是 在 下 列 景 优 停 时 间 古 求解 结果 中 得 到 的 时 刻 To: 


现在 考察 这 样 的 问题 : 作为 购买 
自然 的 方式 来 选取 合约 停止 运作 的 时 


i Jr» 
Ed BoE B (9) 
5. 由 (8) 可 见 , 求 出 价格 Cu (J; P) 归结 为 求解 随机 序列 fo, ficos, f 的 最 优 
停 时 间 题 . 
在 885b, c 中 , 将 基本 上 遵照 著作 [443], VADIA AR fn = (S, 一 K)* 和 
f, = (K — Sa) (以 及 略微 一 般 的 函数 六 "(Sa — K)* 和 fa = B"(K — S,)*) Bh 
标准 买 人 期 权 和 标准 卖 出 期 权 , 取代 序列 S = (Sn)">o 89 “Markov 性 质 ", 这 一 函数 
f, 的 特殊 结构 可 用 来 求解 所 考察 的 最 优 停 时 问题 , 它 将 在 以 后 用 来 作为 G20 第 5 
中 描述 的 最 优 停 时 法 则 理论 的 “Markov 文本 ”. 


85b. 标准 买 入 期 权 定价 
1. 假设 我 们 考察 标准 买 人 期 权 , 其 在 时 刻 n 的 偿付 函数 为 
fnis) = 8" (2 - K)', web, (1) 


其 中 0 <p, E-(z-X:kz0,31,--,A»1. 
对 于 0<ngN, 记 


Y (t)= sup E,(af)"(S, = K)* (2) 
TEMN ; 
其 中 Sn+k = SnAr mt tenya S e. 
注意 到 以 下 这 点 是 有 益 的 : 

Va (2) = (ag) V7" (a), 9) 

并 且 对 应 $5a 中 的 (8), 我 们 感 兴趣 的 价格 (在 假定 9 = 2 F) 
Cn(fiP) = V (a). (4) 

根据 $2a 中 的 定理 3 及 其 有 关 的 注 

Ww (x) = Q” g(x), (5) 
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B. ——— _ a 
jb ata) = (r- K)' 以 及 
Qg(z) = max(g(z), aT 9(x)). (6) 
un, 在 类 mu 中 ， 记 为 o 的 最 优 时 刻 存在 , 并 可 取 为 下 列 形式 
7) = min{0 < n $ N: V (Sa) = g(S,)). (T) 
nic 
Dy = {z2 € E: Vg "(7) = g(z)) 
= {z € E: Vi (z) = (a8)"g(z)), (8) 
那么 我 们 看 到 
TÈ = min{0 Sn SN: S, € DN}. (9) 
这 样 一 来 , 有 了 “停止 区 域 " 序列 为 
Dj c DNC... C DN — E, (10) 
以 及 “观察 延续 区 域 ” 序列 为 
C 230N2..204-0 (1) 


Wis, 其 中 CN = EX DN, 可 以 把 买 人 期 权 关于 终止 运作 期 权 合约 的 法 则 陈述 如 下 、 
数 如 果 S, c DN, 那么 ov = o; 换 句 话说 , 购买 者 应 该 立即 同意 所 提出 的 偿付 本 
(Sp — K)*. 

如 果 So c CN = E\ DN, 这 是 典型 局 面 , 那么 购买 者 期 待 下 一 个 值 5 并 依据 
SLE DY 还 是 Se CN 来 作 决策 : Hon = 1 还 是 六 > 1, 如 此 等 等 
在 当前 所 考察 的 标准 买 人 期 权 的 情形 下 ， EDUC HIGIENE DN M C? 

结构 ,0 < n < N. 尤其 是 , 描述 购买 者 选择 期 权 提交 执行 时 刻 的 法 则 
gg) TII, RU ARE VG") ERY rë 归结 为 对 于 n=1,2…， 

根据 假定 , 0 < 8 «1. 我 们 指出 , 情形 8= 1 可 用 初等 方式 来 考察 a 
tere 由 于 序列 (o^, ), o 关于 任何 测度 Ps (+ € E) JUR BK (o p Jes 
Un 并 且 由 Jensen 不 等 式 对 于 凸 函数 m ~ r, 序列 (o0 700 lor 


N, 
也 就 是 说 , 根据 Doob 停止 定理 (第 五 章 830), 对 于 任何 Markov MEOS T s 
( 


NOR 


由 此 下 Esa” (S, — 1)* < Esa" (SN — ut 
“TRO, 在 最 优 停 时 间 是 


EEMEMA o — ox 


第 六 于 随机 金融 模型 中 的 定价 理论 . 离散 时 间 


` SRR : — 
u gup Eza” (or 一 K)” 
remy . » 那么 
中 .可取 最 优 停 时 ny = N, 而 这 就 是 说 如 果 So = z, 
Cy (f; P) = Vo" (E) = Exo (Sw — KY". (13) 


这 样 一 来 , ( 按 某 种 解释 方式 ) 下 列 R. Merton (346] 的 结果 成 立 : 
如 果 折 现 因子 5-1, 那么 标准 美式 期 权 和 标准 欧式 期 权 “ 重 合 ”， 


这 时 , 对 应 的 值 Va (x) 按 84d 的 公式 (6) 来 确定 . 


3. 现在 考察 更 有 意义 的 0< 8 < 1 的 情形 . 
定理 1, 对 于 每 个 N > 0, 存在 数列 oN E 已 U{0}, 0 和 mn 和 N, 使 得 


DN 2(zeE:z€ [x , oo)), 


GN = (x € E: x € (0,22), 


以 及 
"" = min{0 < n < N: $, € DN} = min(0£ n < N: 5, € [2% ,00)}. 
这 时 ， 
022g &zN Ch, (14) 
以 及 


VN (z) = Bae z € Dj = [z9’, 00), (15) 
Q"g(z), «rE C» I (0, zà"). 

合理 价格 Cu (f; P) = V (So). 

证 明 . 为 简化 计算 , 我 们 将 设 K = 1, 并 逐次 考察 N 二 1.2..… EF n € NX 
分 析 Q"g(z). 

BN = 1 以 及 起 点 z = 1, 即 , = 0， 根据 Ssa 中 的 公式 (4), 对 于 函数 
g(z) = (z 一 1)*, 我 们 求 得 (考虑 到 假定 、 > 1) A PPS 

Tg(1) — pg(r) 十 (1 — p)g(A ^!) = p(A- 1)» 0, 


因此 , 运用 算 子 Q 使 g= g(x) 在 E " 6 " seth 
由 类 似 的 方式 我 们 求 得 j z= 1 的 值 提升 ”到 值 Qg(1) = oft 


T9(A) = p(X — 1), Q9(^) = (A — 1) max (n.a) | 








A—1 é á 

pna. MÈ «v 那么 运用 算 子 @ 不 改变 A=] 的 值 但 是 如 
"TE a, 那么 算 子 Q 把 g(A) = 和 一 1 “提升 " 为 值 55 _ aj 人 AD 
现在 设 z = M5, k > 1. 在 这 一 情形 下 ， 





Ta(A*) = am! 一 1 Qg(*) = max(k-160k Lay 


我 们 察觉， 
Qo(A*) 三 g(A*) <=> M -1 之 BO - a) € X —8)21-ag. (16) 


由 于 
M(1- 6) >1-a6 = A**!(1 — 8) 2 1— af, 


故 
Qg(A*) = of A*) — Qg(A**!) = g( AFF), 

可 以 用 下 列 方式 来 解释 : 如 果 站 € Dj, ABA A707... 也 属于 D). 

由 (16) 得 到 , 对 于 充分 大 的 大 值 六 显然 属于 DA. 

V x} = min(z € E: Qg(z) = g(z)). 于 是 由 所 述 得 到 , [zl,co) C DI. 尤其 是 ,可 
Wig, [zj, oo) = Da. 

其 实 , 我 们 考察 点 z = M, kb -1. 于 是 Tg(z) = 0, Qo(z) = 0, 因而 , 既 作 为 在 
这 些 点 上 的 瞬时 停止 ， 又 作为 观察 (一 步 ) FER, 使 得 它们 全 都 只 有 零 收益 . 从 而 , 点 
t= (k < —1) 可 进 人 观察 延续 区 域 Ol. 显然 属于 在 这 一 区 域 的 有 z= 各 =1 和 
BEWE Mk < zj 的 有 大 > 1 的 点 z= 从 . 

这 样 , 如 果 N = 1 那么 


4a dl? 当 So € [zd, c), 
0 la 3:$€(02). 


GLES TET N= 2 3 ..， 其 中 仅 有 的 差别 在 于 , 如 果 说 前 面 研究 的 是 算 
怎样 “提升” g(z) 那么 现在 需要 把 这 个 函数 取代 为 研究 函数 Qg(z), Q 3(z) 


-站 每 ~ 个 都 如 同 g 二 gfe) 一 样 都 是 下 凸 的 (参见 下 面 的 图 58), 并 且 对 于 充分 大 的 
DN = int, o0). 


“EST glz) 由 这 些 性 质 得 到 , 对 于 每 个 N, 可 求 得 cy, 使 得 ae 
tg T EFR — E Ar de SE, 而 是 只 注意 到 , 在 人 be 
XR Di = Dj, 而 这 就 是 说 , 29 = aj. 考察 集合 DS =O Oe 


g(r) > m ipn na 
i 72 rne 表明 , 存在 值 2, 使 得 [r8 00) 


1, 24 So € (0,23), € [zi 09) 


0, M So € [zz， oo), 
2, 4 Sy € (0,70). Sı € (0,27). 


型 中 的 定价 理论 . 离散 时 间 
第 六 章 ”随机 金融 模 E iron i 


下 面 引进 的 图 57 和 图 58 给 出 “停止 区 域 (DN) 和 “观察 延续 区 域 ” (CN) 的 


直观 表示 , 同时 还 有 关于 函数 V(x) = QNg(z) 的 样式 的 直观 表示 . 
E » " 
0 %: 9 、 Xa “停止 区 域 ” ty 





图 57 买 人 期 权 . 停止 区 域 DY = [z] ,00), DN = [2% ,00),---, DN = (0,00), 以 及 观察 延续 区 域 
Cj = (0,2) Cf = (0,27), ,CN = D. MER (So,S1,52,…) 由 时 刻 ri 处 的 观察 延续 区 域 导 出 





Rage OY do gh uà a= A 


图 58 对 于 有 偿付 函数 fn = png(z) (0 < 8<1,0<¢n<¢N,A>1) (hy CIC A I ut e 


glz) = (z — 1)* AVN (z) = Q" g(x) 的 图 像 


4. IESE HOLBY, 在 So = z 的 情形 下 求 出 合理 价格 Ew (fs) 归结 


为 求 出 函数 VN (z) = QN g(x), 它 可 运用 下 列 等 式 以 递 推 方式 来 进行 计算 : 
Q"g(z) = max(Q"- g(z) aBTQ"-1g(z)) 
= max(g(z), aBTQ"-! g(x). 
(参见 [441;2.2.1].) 
显然, Vj (2) € V * 2). 因而 ， 存在 


V*(z) = Nim. Vg" (a). 


(17) 


(18) 





LLL = OS, TE EM e à; 
— eet is tL Les E^ 
EMER gon 中 的 定理 4, EM V” = V*(z) Ra g= g(z) 的 要 小 op 超过 入 
git, W, V* = V"(z) 是 有 下 列 性 质 的 函数 U = U(z) 中 的 最 小 者 : Ula) > ole) 和 
lz) 2 (aB)TU (x). 这 时 , V* = V*(z) 满足 由 (17) fü (18) 所 导出 的 方程 。 


V*(x)z max(g(z), (n3)TV* (7)). (19) 


由 同样 的 定理 ， HR V(z) 无 非 就 是 在 类 Ny = {7 = T(w): 0 S r(u) < owe 
岂 中 的 下 列 最 优 停 时 问题 中 的 解 : "x 


V"(z) = sup E,({a3)"9(S,). 
( he (acDj) 9{S;) (20) 


函数 V” = V*(z) 的 值 也 在 下 列 视角 下 有 意义 : V (So) 同时 还 是 合理 价格 的 什 


C. (J; P) = inf(y: Ir, EXI > 0 glS) Yr e mz). (21) 
其 中 偿付 函数 系 f = (Jn)nzo 为 
fala) = B(x - K)*, (22) 


HER STE IG. rp 中 的 任何 时 刻 选 为 停 时 (这 个 断言 的 证 明 类 似 于 
ilc 中 的 定理 证 明 .) 
考察 执行 时 间 在 集合 mge 中 、 而 不 是 在 带 某 个 有 限 的 N 的 mny 中 的 期 权 从 
和 际 的 视角 来 看 可 能 意义 不 大 . 然而 , 应 该 注意 到 , 具有 折 现 因子 0 < 8 < 1 不 允许 
有 对 应 的 “ 太 大 的 ”最 优 停 时 ， 同 时 , 型 为 (20) 的 问题 的 解析 和 解 , 比 起 有 有 限 六 的 
0 是 的 解 来 , 大 大 简化 , 并 且 对 于 充分 大 的 N, 函数 人 z) 至 少 也 可 推 想 为 对 于 函数 
e) 的 值 的 近似 
5 我 们 转向 求 出 函数 Y"(z), 正如 我 们 所 知 , 它 满足 方程 (19). ti 
H RIR, Dy 2 DM 而 这 意味 着 zy < t e 因此 ， 存在 limy «c T =f, 
Ht (19), PRIR V*(z) 必定 有 下 列 形式 : 
* lis g(x), TT, (23) 
R capi pom zer 
ma 这 里 无 论 是 “边界 ”点 ot, 还 是 函数 Y"(z) e Mes oM 
v (gg. 类 型 的 问题 属于 “自由 边界 问题 ", 或 者 说 , 它们 还 被 称 
: [441]). den 
Pd 问题 (23) 的 解 (z*, V*(z)) 可 能 不 唯一 ATP 正确 的 " M. 
充 条 件 . 下 面 指出 , 由 怎样 的 考虑 来 求 出 这 些 补充 条 Je 
ve (0,2*) 和 p+ = [zw 00). 于 是 在 区 域 Cr 中 , 函数 V" (x 


v(x) = afT (2), 


sce aR ONE TRC. 离散 时 间 
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BD. 由 85a 中 的 (4), WH 
T 
plr) = aß pe) +(1- pe (5) . (25) 
根据 有 限 差分 方程 的 一 般 理 论 (参见 [174))， 这 一 方程 的 解 应 该 具有 形式 y(r) = 
Dot REDRÉ, y 必定 是 下 列 方 程 的 根 : 
1 = 有 opxY + a(1— pA]. (26) 
我 们 记得 , p= —,, b=)A—-la=)\7!-1. XB, p 由 下 列 条 件 来 确定 (参见 
— g 
第 五 章 $4d 中 的 (4): 





它 无 非 就 是 关系 式 
adp + a(1— p)À^! = 1. (27) 
比较 (26) 和 (27) 可 见 , 如 果 8 = 1, 那么 方程 (26) 有 一 个 根 y = 1 和 第 二 个 根 
55, 使 得 





1 一 ? 
Pen (28) 
由 于 
l-p_aà-l 1 
p A~a@ ] 
S8 «O0. 


这 样 , 如 果 3 = 1, 那么 方程 (26) 的 一 般 解 有 下 列 形式 : 


p(x) = ciz 十 czzm， (29) 


其 中 4$ « 0. 
po: anergy 所 求 函数 V*(z) 必定 是 非 负 不 减 函 数 . 由 此 得 到 
cz = 0. ; 


V*(z) = t-l, #22", (30) 
e, r«z', 


其 中 z* 和 cy 待定 . 
由 序列 (a^ (Sn — * uso 关于 任何 测度 p "zx 
AA 8-1 的 情形 下 ， 对 于 每 个 点 bat z (tE E) 的 下 鞭 性 质 ， 导出 T 
aT g(x) 2 g(x), 


— 显然 “至 少 有 一 个 观察 比 立即 停止 更 有 利 * 
fe (30) 中 常数 ci > 1, 因为 如 果 假 定 c < 1 那么 将 得 到 r° < oo. 





5. ZIPI (8B, 5)- 市 场 上 的 美式 期 权 
i 
另 一 方面 ， 常数 ci 不 可 能 大 于 1; 这 是 由 (补充 ) PER V* (x) 必 
ipo o Bist MERN V(x) - 

( ci zl 的 函数 . 
这 样 一 来 ， 在 8=1 M g(x) = (zx~1)+ 的 情形 下 ， 


定 是 函数 g(z) 
cz (cl > Y) 的 类 中 这 样 的 函数 显然 是 有 


V*(z) = gu E. T S = 
remy d sí " * 


并 且 最 优 停 时 (在 类 mg 中 ) 不 存在 . 然而 , 我 们 注意 到 , 对 于 每 个 。 > 0 以 及 任何 
"万 可 求 得 有 限 的 停 时 2,2, 使 得 


Eza"**g(S,, ,) 2 V" (z) - €. 


(详情 参见 (441; 第 TII XE.) 


6. 现在 设 0 < B < 1. 在 这 一 情形 下 , AE (26) AMAR > 1818s e 0, (f 
得 作为 二 次 方程 
y = B[apy^  a(1 — p)| (31) 


的 根来 确定 的 量 y, = A" 和 y = AP 有 下 列 形式 : 


A | A? A A? 9 
= 一 一 一 一 一 一 一 — —B, 32 
ui 2 T 4 B, y3 2 1 (32) 


其 中 4 = (afp)-1, B = (1— p)p^!. 
这 样 一 来 , 如 果 0 < A < 1, 那么 方程 (25) 的 一 般 解 p(z) 可 表示 为 下 列 形式 : 


e(z) = er? +020". (33) 


同 理 ,在 8 = 1 的 情形 下 , 这 里 的 常数 c, 等 于 零 , 并 且 由 (23) 得 到 , ROER 


2» hs r2r, (34) 
V (x) = rT, t<i", 


Fb 2^ 和 c* 为 待定 常数 (参见 后 面 的 公式 (40)-(43)) 


(x 多 求 出 未 知 值 r” 和 c^, 我 们 利用 下 列 事实 ; 所 求 函 数 V"(2) 必定 是 函数 g(x) = 
7 D* (x e E) 的 最 小 aB- 超 过 优 函 数 ， 
下 列 讨论 表明 , 怎样 在 函数 
geil, 22 Y, (35) 


Va(z; 2) rz lm t<, 


aj’ | 当然 ， 
Ah rre E, 2 0 I, > 1) 的 类 中 求 出 g(7) =~ pr fice m | 


要 断定 , 这 样 求 得 的 函数 是 xl- 超 过 函数 ,) 





—— 


— 
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为 此 , 我 们 察觉 ， NUT EX c. 函数 yve(x) = er" TRR PVA TEE KF 
函数 g(r). 因此, 由 (35), ARETE BM Velti Z) 中 求 出 9(z) BR R 
明显 | | 

我 们 取 充 分 大 的 忆 使 得 它 对 于 所 有 zE E. 明显 有 pelz) > glr), 然后 开始 减 小 
= AF c. MEI REC pa (x) 在 某 个 点 , 比如 五, 与 函数 9(7)“ 相 过 ”. 

由 函数 y(r) (x € E) 的 凸 性 ， 原则 上 可 能 还 存在 一 个 点 T: € E, 使 得 Zo > Hi, 
B. pa (T2) = 9(22). 

在 我 们 所 考察 的 情形 下 , 相 空 间 E= {z = Ak x 0, 土 1 …} 离散 . 然而 , 如 果 
认为 , A=1+A,4>0, 并 且 A 很 小 ， 那么 点 z m zz [a] BORE S UL TB), 尤其 
是 当 A 10 Bf, 这 两 个 点 将 hen 为 一 个 点 , 比如 三 

显然 这 个 点 3 无 非 就 是 集合 (0,0) 中 的 这 样 的 值 : 它 使 得 函数 ya(z) = a 
MET = SMR g(z) = (z — 1)* (ze (0, 00)) 在 此 相 切 . 

如 上 所 述 . 很 明显 , c 和 由 下 列 两 个 方程 的 方程 组 来 确定 : 

















ye(Z) = g(z), (36) 
det) aa 
dx z-z- dx 工 一 下 十 
由 此 求 得 WoW 
T m Yı E d 2. duo Du 
"qo T Yr k p 
ik 52 AU RM 
V(x) = i Diei (39) 
CEU. <7, 


将 对 于 充分 小 的 A > 0 给 出 形 为 (35) 的 函数 中 的 最 小 函数 的 良好 逼近 . (比较 第 8 
章 $2a 中 的 (37).) 


E. 特别 要 注意 “光滑 粘 合 ” 条件 (37), 它 在 上 述 讨 论 中 的 出 现 是 完全 自然 的 
在 最 优 停 时 问题 中 , 这 个 条 件 经 常 起 着 用 来 分 离 出 “需要 的 解 的 补充 条 件 的 作用 
(参见 [441] 和 以 后 的 第 八 章 ,) 

上 述 求 出 最 小 优 函 数 的 定性 方法 在 更 为 细致 的 分 析 下 , 导出 (参见 [443]) FF 
对 于 参数 地 和 的 “最 优 ” 值 z* 和 c*, 其 中 相应 的 函数 V*(z) = Vo (n2) PLE 
g(x) 的 最 小 优 函数 , 并 且 也 是 ap- 超 过 函数 . 


c = min(ei, e), (40) 

其 中 
ei = (lee, z] “a 1)A7" log, 到 (41) 
C2 — (Alog, z] zd 1) 和 -mi lloga Zj- (42) 
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nm — RN 


以 及 ce Lu 
2-0 + e m, 


Allog, 2 M M Ce = = | $3) 


-fote 


iode 2r" 那么 不 等 式 


z 直接 验证 来 确立 . 
7, 根据 $2a 中 的 定理 4, 所 求 得 的 函数 V(r) 恰好 是 sup Elaf)" glS). 这 
rem 


时 , 时 刻 
T* = inf(n: V'(54) = 9(S,)} = inf{n: Sn > z") 
将 是 最 优 停 时 ， 只 要 P.(r* «oc) 2l, € E. 
显然 ， 
Patt > N) =P; (max 5, < P) 
= P, (sume = dar), (44) 


并 且 由 于 P(e; = 1) = p, Ple: = -1) = q, KC p > q 时 , 右 端的 概率 当 N 一 oo HB 
Fz, 
由 (5), 不 等 式 p > 4 等 价 于 


a+b (45) 





考 旧 到 5 = 1 和 a = 和 -1 — 1, 我 们 求 得 , Pa(r* < o0) = 1 HEM z < RE, 
只 要 


A+ x S (46) 
2 
MUR z > z*, 那么 也 有 无 条 件 (46) 时 的 概率 Pz( = 0) = 
总 之 , 我 们 导 得 下 列 结果 . 
定理 2, it 0 < 8 < 1, pH (46) 满足 


对 于 有 偿付 函数 fn = B^ (Sn —1)* (n 2 0) ES 
TRANS A 





式 买 入 期 权 的 合理 价格 C. (f; P) 


T 


So ej l, So 2 ry 
V*(So) " c'Sq So « a, 
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而 常数 cde ze 按照 公式 (40)-(43) RRA. Aus d x putres RAM I 7 = infin: 


Sn 2 x" }. 这 上 时， 
V" (S0) = Es (apy (Sr 一 ly". 


g5c. 标准 卖 出 期 权 定 价 
1. 对 于 标准 卖 出 期 权 , 偿付 函数 有 下 列 形式 : 
fig) =F K -yt FEE, ay 


HiocfB&lE-(y2M:k-0 £l 5 ATE 
类 似 于 上 节 中 的 记号 , 我 们 将 令 


VW (y) = sup Ey(aB)' (K — S.)*, (2) 
V"(y) = sup E,(aB) (K — S;)*. (3) 
EM 
计算 这 些 量 的 意义 在 于 
W'(y)-€w(f;P. y= So (4) 
以 及 
V*(y) = C4Q;P) y= So, (5) 


其 中 对 于 有 用 公式 (1) 来 定义 的 fa = f(y) 的 函数 系 S = (jn)n>o 的 Cu (P P 
Cow(f;P), 分 别 由 85a. 中 的 公式 (7) 和 85b 中 的 公式 (21) 来 确定 . 


定理 1. 对 于 每 个 N > 0, 存在 在 BU {+o0} 中 取 值 的 序列 y, oen N E 


得 
DA = (ye E: y € (0, yN]), s 
CN = {ye E: y € (y% ,00)}, 
以 及 
a = min(0 € n € N: Sn € DN) 
这 时 ， 
V < «yl oo, 
以及 


VN (y) = Ven ve DY = (0,y0'), 
Q" g(y), ye ey "E (y) , oo). 
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合理 价格 Cw (f; P) = W (So). 

E. 类 似 于 $5b 中 引信 的 对 于 买 人 期 权 情 形 下 的 证 明 并 且 基 于 对 二 上 

3, ~ 于 对 于 点 € 

HRANA, 其 中 集合 E 是 在 算 子 Q" MERIT, BEF 函数 g(y) Mid dn £ 
guae (上 面 为 简单 起 见 , 令 K = 1), 而 Q9(y) = s(y) =O MF y > K 成立. 因此 ， 
gelti y e E 既 可 置 于 观察 停止 区 域 , 也 可 置 于 观察 延续 区 域 . 公式 (6) 和 (7) 表明 ， 
X 样 的 点 被 放 人 观察 延续 区 域 

2. 我 们 考察 求 函数 V (u) (= lim W'(y)), Ey = jim v) 和 最 优 时 刻 普 
的 问题 ; | 

V"(y) = E,(a8)" (K - S-Y', (10) 

为 了 简单 , 再 次 令 K =1. 

id C* = (y*,oo), D* = (0, y"]. 正如 在 85b 中 那样， 我 们 求 得 , BH V (y) 在 区 
域 C* 中 是 下 列 方程 的 解 : 


yy) = af pe) +(1- p)? (2) 


这 个 方程 的 一 般 解 有 形式 为 ey" + ey”, 其 中 % >! Rl < 0 (参见 $5b 中 的 
(31), (32)). 


“观察 延续 区 域 ” * yN-1 





y = (0, oc), 以 及 观察 延续 区 
i 卖 出 期 权 . 停止 区 域 DY = (0 ullo DN- = (8.1 PN ) gn QUEMA 


> N = (So, Si 52 
Hic (voco), ,CN-1 = (y... 09) CN = 0. 9^ 


: 函数 
由 于 V*(y) <1, & c1 — 0, 而 这 就 是 说 函数 (v) riae 
1-9» y < y 


(11) 
Valv: V) = Ax y» 





on 


ee 
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ee A AM y-A* 


图 60 对 于 有 偿付 函数 fa = 3^9) (0€ 8 «1,0 &n € N, A» T) 55 3c Hi AR BY BK gly) = 
a—y)t A vt) =Q% oy) HAR 


的 类 中 , 其 中 参数 二 和 T 的 “最 优 (Bc Aly" 必定 由 上 面 (§5b 第 6 点 ) 提 到 的 下 
述 补 充 考 虑 来 确定 : V*(y) = Vi-(vv) 必须 是 gly) = (1 一 + 的 最 小 a6- 超 过 优 
A. 

遵循 85b 中 叙述 的 (对 小 A = 1- 入 > 0) R (对 于 参数 c* My" 的 ) AME cH 
7, 我 们 求 得 , 它们 必须 由 下 列 两 个 方程 的 方程 组 来 确定 : 


ply)  9(y), 











dez (y) dg(y) (12) 
dy y-yt dy y-py- 
求解 这 个 方程 组 , 我 们 得 到 
T 72 BL yall 
EE 77 hm - iir (13) 





借助 于 在 “极限 " 模式 (和 | 1) FESE yM, 可 给 出 对 于 量 yn Ac” 的 公 
X (参见 [443]), 并 且 在 原来 的 “极限 前 ” (和 > 1) 模式 下 : 


c = min(cj, c5), (14) 
其 中 
& -(1-4Ales V1) \~vallog, i] (15) 
c = (1 — Allez. W+1))—yallog, -yz (16) 
以 及 
d Mog Vi a 
y m shi 3 Cis (17) 
Alloga y]-1 M et 
, =— Cc = Co. 
函数 gly) = (1 — 


t BHBUMÜGIRIE Vj) 的 ap. 超过 性 质 可 通过 直接 验证 来 确立 ， 





5. —39 (B, 35) 市 场 上 的 和 美式 期 权 


最 后 , 我 们 察觉 , 条 件 





bo 
M 


(18) 
(比较 85b 中 的 (45)) 确保 性 质 Py(r” < oo) = 1 (y € E) 对 于 时 刻 关 = int(n: $, < 
,中 成 立 . (如 果 y < y^. ABA P(r = 0) = 1) 
因此 , 在 条 件 (14) 满足 时 , 时 刻 r 在 下 列 含 义 下 最 优 : 性 质 (10) 对 于 所 有 
yE E WE. 
定理 2. 设 0< B < 1 以 及 条 件 (18) 满足 . 
对 于 有 偿付 函数 fa = B"(1 一 Snjf+ (n > 0) 的 美式 卖 出 期 权 的 合理 价格 已 -三 P) 
由 下 列 公 式 来 确定 : 
Eo (J; P) = V*(5,), = 
其 中 
* 1— 55, So&y' : 
V* (So) = P AE (20) 
而 常数 ct Foy" 可 由 公式 (14)-(17) RA. HAA RAAT AE r" = inf{n: Sa < 
y). 这 时 ， 
V"(5o) = Ess (ap) (1 — Sr)”. 


85d. 有 后 效 的 期 权 . “俄国 期 权 ” 定价 
1. 对 于 上 面 考察 的 标准 买 人 期 权 和 卖 出 期 权 , 偿付 西数 f. Markov 98%: 
je (S,—K)' 和 f.-B8'K- S)”. (1) 
无 论 是 从 理论 视角 还 是 从 金融 工程 视角 来 看 ， 各 种 有 后 效 的 期 权 也 都 有 一 定 的 
BY. 有 下 列 偿付 函数 的 期 权 可 作为 这 种 期 权 的 例 了 


; (2) 
Ín = p" (ss. = CEA s.) , 


n (3) 
f, = Bn (x Se- s 
或 者 
n * (4) 
fn = B (as. = xs) ! 
k0 
" i (5) 
Tis = p" (xs T ss.) i 
k=0 


i o | 


- 600 - mm ATM TRE TRIS. MK 
aaa a joe 





Hho<3<la>o0. 
有 偿付 函数 (4) 和 (5) 的 期 权 称 为 亚 式 CEA MSE) 期 权 . 有 偿付 函数 (2) 和 


(3) 的 ( 买 人 和 卖 出 ) 期 权 在 a= 0 的 情形 下 , 在 著作 [434], [435] 中 讨论 , 其 中 它们 有 
< 俄国 期 权 "之 称 . 也 参见 著作 [118], [283]. 下 面 的 叙述 将 遵照 著作 (283). 


3. 我 们 将 考察 CRR- 模 型 , 其 中 pn 到 两 个 值 : 和 一 1 和 入” 一 1, 向 和 > 1. 这 时 ， 
为 确定 起 见 , 我 们 考察 有 偿付 函数 (3) 的 美式 买 入 期 权 , 其 中 0 < 8 < 1 起 着 折 现 因 


子 的 作用 . x 
根据 一 般 理论 (参见 第 2 35), 这 种 期 权 的 合理 价格 C 按 下 列 公式 计算 ; 


C= sup Ea" fr, (6) 
reM 
其 中 o = (1 +r) 以 及 E 为 按 p 和 4 由 85a 中 的 公式 (6) 来 定义 的 软 测 度 P 取 
均值 . 
由 于 | 
As + 
C= Jie E(ag)" ( max S, 一 3 (7) 


和 Sa = Sprott", Be C 显然 有 限 (C < So), 只 要 下 列 条 件 满足 : 
afr « 1. (8) 
令 E | d 很 明显 ， 
Fa = max{Y,,-1, $4), (9) 


这 时 , 序列 (S, Yn)n>o 是 Markov 序列 , JE EL, 在 原则 上 , 最 优 停 时 间 题 (7) 的 解 可 
基于 二 维 Markov 链 的 最 优 停 时 法 则 的 一 般 结果 来 求解 (参见 [441] 和 822). 

然而 ， 这 里 引 人 注 目的 是 下 列 情 况 : 所 考察 的 二 维 问题 可 归结 为 某 个 一 毕 
Markov 问题 ,只 要 运用 测度 替换 的 观念 和 适当 选择 折 现 资产 (numéraire)，( 关 于 
这 方面 , 也 参见 后 面 的 第 七 章 §1b.) 

Bre MP. 于 是 , 回忆 起 B, = Boa", a= (14 r)-!, 我 们 求 得 


了 i 


e" Y, E E. 10) 
seo (Ee) EE 
id Zr = a a 于 是 我 们 看 到 , Z 0 
| Bn/B » Zn > 0, 且 关于 测度 P 序列 Z = (Zn, Fn Pion? 
1 是 有 EZ, =1 UN n | 


SE 0 À 








5. OX (5, 5)- 市 场 上 
一 一 mi 


— Ee RE 


对 于 A€ Fn, 令 











Pp.(A) = E{ Zn 74). 
an, wi RE m (P«)n20 是 协调 的 ( 含义 为 Pass (Fn = Pn, n z 0), 并 且 根 据 Toneseu 
Tulcea 测度 延 拓 定 理 (参见 例如 ， [439; 第 TL 章 , 69])，( 在 空间 Q = (1. lys sh di 
在 测度 P, 使 得 P| Fn = Phn, n 2 0. 


于 是 n 
Ela)" ( max S, — as = SEA" Y, : 

Lc qne Bein (&-*) | (11) 

这 里 令 a 
Xn = 9 (12) 

以 及 我 们 察觉 

Ant) = Xn 1 | 
ntl = MaX aea LEE (13) 


并 且 所 有 X, 在 集合 E = {1,X,X2,…} 中 取 值 . 
关于 新 测度 P, 序列 £= (en)n>i 仍然 是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 且 


P= P(en = 1) = EI, =1)0)" = ap (14) 


q= Blen = -1) = $0 - p) (15) 
. 我 们 将 考察 由 递 推 关系 式 (13) 所 定义 的 序列 (Xn)n>0. 其 中 假定 Xo =z E 
E. 设 P. 是 该 序列 的 分 布 . 于 是 有 > Ê, Fa = o0 Xo Xn) 的 序列 X = 
(Xn Fa, P.) (n > 0) 为 Markov 序列 , 因而 , 为 求 出 价格 C 需要 考察 下 列 最 优 停 时 
V (z) = Gop E, (X. -a), TE E, qu 
TEMG 
其 中 Tie 为 满足 (a: rw) < n) € Fu (n > 0) 的 有 限 停 时 7 = rle) BUS 
我 们 感 兴趣 的 价格 C 与 这 个 问题 的 解 V(1) 通过 下 列 公式 相 联 系 : 
6 = sy V (1). : 
, M 
1. RFE (7) 中 sup 是 关于 关 one RU, USO OEE UD 


Y, i x qu i, 而 是 对 于 更 广 的 
x 需要 在 (s) 的 定义 (参见 (16) 中 , sup REZ PS. wer 


FOR. 然而 , 实际 上 , 由 对 于 Markov 序列 的 最 优 停 上 
M1) 可 得 , 这 两 个 关 是 重合 的 , 并 且 在 实质 上 , 可 如 下 证 明 (E 


3. 设 g(x) = (x - a)*, re B. 以 及 
VN (x) = ~ w E,8" (Xe) 


(17) 


BE — 


ais > 


其 中 TN 为 my 中 有 性 质 r(w) 和 人 


离散 时 间 


-一 一 


are 随机 人 金融 模型 中 的 定价 理论 - 


oen) 的 最 优 停 时 7 的 类 . (参见 图 61,) 





Ho BM o(z) = {x 一 0)+ 和 VN (a) = Q"o(z) E0 «o «1 情形 下 的 图 像 


我 们 再 记 
ff) = Êf) = BE (FA1) + (1 - 9/02 (18 
Qf(z) = max(f (x), BT f(z). (19) 
由 §2a 中 的 定理 3 及 其 注 得 到 


VN (x) = Q" o(), (20) 
以 及 最 优 停 时 aA e Suy 有 下 列 结构 (比较 85b 中 的 (9)): 
FN = min(O& n € N: X, € DN), (21) 
其 中 
= {z € Ê: y -^(s) = g(2)). e 


显然 , Dò c DY c —-— =ÊS {LAN o) 
完全 如 同 在 ioo 中 那样, 考察 函数 序 列 Bg(z),… ,@Ng(z)， 并 把 它们 与 90 
作 比 较 , 我 们 求 得 , “停止 区 域 " DN 有 下 列 形式 : 


DN = {z € E: 2 € [SN ,00)}, (23) 
其 中 


l= saN 1€ ~<a, (24) 


停止 区 域 DN .和 观察 延续 区 域 ON LE ix 
za DN B 5b 


md 


it 2. 如 果 


Va" (z = E 
j } Bse Pap" g(X;) , 


5; =z 
人 


— 


pea 
那么 由 82a 中 的 定理 3 导出 , VN(z) = Gng(z) 
al, PN (2) = Vo (2), 7 € E, 以 及 由 公式 ( 
中 ， 并 且 也 在 更 广 的 类 MY 中 是 最 优 的 . 


4. 由 于 g(z) > 0, 故 根据 $2b 中 的 定理 4 函数 F(z) 


把 这 个 等 式 与 (20 
) 相 比较 ， 
21) 所 确定 的 时 刻 SN. 将 不 os 


= lim VN (z). ^ 
7 — inf(n 2 0: V(X, ) = g(Xn)} = inf{n > 0: X, € D}, 
其 中 万 = (re E: z E€ fz,00)} UR 3 = lim sj. 


0 


根据 同样 的 定理 , 时 刻字 将 是 问题 (16 的 最 优 停 时 仅 当 P. co) -1,2c É 
暂时 搁置 时 刻 7 的 这 一 性 质 , 我 们 转向 求 值 全 和 函数 V (a). 
函数 Vic) 满足 方程 


F(z) = max(g(z), 8T V(z)), x E, (25) 
因而 在 “观察 延续 区 域 " C = EV D 中 , 它 是 下 列 方程 的 解 之 一 
p(z) = BT y(z), re C, (26) 
或 者 按 展开 形式 ， 
e(z) = 8 [Be (5 V 


特别 是 ， 当 z=1 Hj, E 
e(1) = Bipell) + (t= pul. 


1) + (1 - 89e). : € C. 


以 及 当 x > 和 时 ， Miis ipe (3) )«a- - c2) - eje 
自然 以 uo 的 形式 来 求 方程 (29) iu (ct gob 中 的 第 5 A. 于 
Fy 的 方程 1 Lg o- PX e (30) 
PAS 1 
URBE 4, <0 Al» >), 使 得 量 妇 = A” fn s AGE (31) 
yi =$- [Ee id 
其 中 1 9 B= 25 g 
ASTA v gg ono Jew 


当 z > 入 时 方程 (29) 的 通 解 PO 
b + (1 pam. 


Ds 





^ 的 定价 理论 . 离散 时 间 


(1) = 1, MOI c= eC). CT eT 
vies (D(A) 代入 方程 28)， 并 考虑 到 由 问题 的 合 义 有 p(1) x 0, 我 们 
下 P" 
得 到 未 知 值 b 的 方程 
1 = 8(5- (1 - B [^ + Q1 — A71, (33) 

am ü- gor +f- e 
TANAPA) 

利用 ^, 和 yo 由 方程 (30) 来 确定 , 不 难 确立 0 < < 1. 

it P (z) = oyla),  « zo, HF co M zo 为 待定 常数 . 显然 , SOR BR V(r) 
为 下 列 一 族 函 数 中 的 函数 : 


b= (34) 


D ‘ $ (z E a)*, T 人 IQ, 

Ve (i20) = t$^ T < To. G5) 
这 时 , 记 为 和 全 的 常数 co 和 zo 的 最 优 值 , 可 由 下 列 考虑 来 得 到 : 所 求 函数 flz) = 
V(z; 2) 必定 是 函数 glr) 的 最 小 6- 超过 优秀 数 , 即 它 同 时 满足 两 个 不 等 式 : 


V(x) > 9(z), 


^ ve (36) 
V(z) > TV (x), 


HP re Ê= {1,A, X, h. 

证 明 这 个 解 存在 以 及 求 得 cz 的 精确 解 完全 如 同 标准 买 人 期 权 的 情形 一 样 
(参见 $5b 第 6 点 和 [283]). 在 这 一 情形 下 , 当 A = 入 _ 1 接近 于 零 , 作为 和 全 的 
近似 值 , 可 取 下 列 方式 得 到 的 量 万 入. (比较 在 885b, c 中 的 对 应 程序 .) 

我 们 将 认为 ,给 定 在 集合 B = {1, 和 2,…} 上 的 函数 yle), Va (n). g0) 


Vario) 在 集合 (1,00) 上 用 同样 的 表达 式 来 定义 . 于 是 对 应 的 近似 值 A F 
下 列 补充 考虑 来 确定 : TAEA A 


P(E) = g(z), 
| dola) e 
dr F -— — "n 
于 一 了 一 二 于 二 








考虑 到 
Pelz) = Sz) = aba" + (1 _ Dan], 
glz) = (z 一 a)+ UR BRA z s a, RAIRE, cm 是 下 列 方程 组 的 解 : 
te” ta- Dm a, (38) 


Goyer 十 (1 -Dam 1. 





5. 二叉树 in c 
E 5 SENI MEE 
` 605 
特别 是 , 当 a = 0 时， 
I = (= | ~ Yı "^ 
1-b*52-1 (39) 
é = T 
了 
NOEN x ~ bEn (40) 


由 所 引信 的 讨论 得 到 ， 对 于 充分 小 的 
到 公式 (17) 和 论 (1) = RIR, 对 于 
& [283]. 也 比较 第 八 章 824.) 


A >0, 值 Wt(1) 接近 于 Va). An, 考虑 
小 A>0 Hit E = Sy. c. (更 详尽 的 分 析 
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1. 半 著 模型 中 的 证 券 组合 


§1a、 容 许 策略 . I. ARR. 向 量 随机 积分 
在 有 关连 续 时 间 情 形 的 本 章 中 , 将 考察 两 种 证 券 市 场 模型 
由 银行 账户 万 和 有 限 种 股票 S = (5,57) 所 组 成 的 ( 互 ,S)- 市 场 


和 


由 银行 账户 日 和 一 般 来 说 有 连续 统 个 玫 的 债 涯 录 = {P(t,T);0 S ES T,T » 0) 
所 组 成 的 (五 , 刀 )- 市 场 . 


第 14 节 有 关 (B,5)- 市 场 . (B,P)- 市 场 有 其 自 有 特点 , 对 它 的 讨论 在 分 离 的 和 
5 $5. 


l 设 金融 市 场 由 d+ 1 种 资产 X = (X°, X... X) 所 组 成, 并 且 在 连续 性 条 
件 下 运作 ， 其 中 的 概率 统计 本 性 用 浴 透 概率 空间 (随机 基底 ) (Q, F, (F:)er0, P) KH 
XE, 其 中 (Fijo 为 进入 的 “信息 " M. 

我 们 关于 资产 X = (XH) v0 (i =0,1,--- ,d) 的 ps | 
见 第 三 章 $52). at: ) 的 基本 假定 在 于 它们 是 正 半 装 (2 
> ei air 每 个 可 料 (参见 第 三 章 655) (d+ 1)- 维 过 程 r = (29,23, 

(rt (ruo) 将 称 为 证 券 组 含 , 并 说 x 定义 了 在 产 所 组 

成 的 市 场 上 的 (投资 NACE OMA 所 考察 的 由 d + 1 种 资产 所 组 
WHE X* = {Xz)e>o 有 什 


或 者 以 向 量 记 法 ， 
Xe = (ne, Xi), (2) 


它 将 称 为 组 合 的 资本 或 者 资本 
资本 , 记 X" = xX"(z). AE Us =X 是 初始 资本 量 、 有 时 为 了 强调 初始 


2. 在 第 五 
hid pi ene 国情 形 曾 引入 自 融资 策略 ,并 把 它 的 作用 解 和 
fe i EOL AS BTI Ira aen 任 

外 部 资本 的 “ 流 和 或 流出 产 价格 x* 的 变化 , 而 没有 

对 于 连续 时 间 情形 , Gy my 

EMR NTA, mse, commas 


述 问题 
我 们 记得 ， 在 离散 时 间 情 形 下 (参见 第 五 章 §la), 组 


S m = (mol 称 为 





一 一 一 一 一 一 SMIhbtsi ge 
MEME ret 


= 
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自 融 资 (re SF), 是 指 对 每 个 n> 1 S 
Xn =X] + 2 (n. AX), 

kai (3) 


或 者 以 展开 形式 ， 


n d 
Xr = Xr + 3 Y vixi. 
k-11—06 
完全 ye 自然 可 说 ,x 是 自 融资 组 从 或 者 自 融资 策略 
e SF), 是 指 对 于 每 个 1 > 0, vi 
(r P3 A274 fh d 47) rea 


X? =X5+ [ (ax), KE A. (5) 


t 


(4) 


或 者 同样 以 展开 形式 ， 
td 
XT = Xi + / 2 TdX,, (6) 
它 以 符号 形式 将 记 为 
dX? = (m, dX). 


当然 , 这 里 首先 需要 给 出 “向 量 随机 积分 (5)" 的 定义 
其 定义 的 方法 之 一 在 于 按 定义 , 简单 地 令 


t d. atu. 
= 'dX;. (7) 
7 (Ta, dX.) = Zi Ng 
即 把 “向 量 随机 积分 ”理解 为 通常 的 “随机 积分 " 之 和 
| | x 质 
类 似 的 定义 方法 对 于 “简单 ”函数 完全 有 效 GHEREIRESIEN. 按 其 实 
它 是 对 应 的 “积分 " 概念 自 身 的 最 自然 的 RETE E gn 
然而 ,定义 (7) TRIERA RAEAN. AMRA reg t i 
全 可 能 如 下 正确 定义 : 通过 对 于 (在 适当 含义 1 ) recta 
E n(n) = (n. ()),.o (n > 1) 对 应 积分 old” d) 
二 用 的 实质 各 下 iy giants feit E, inl 
^c, 即使 通常 的 ( 纯 量 ) 随机 积分 “人 (一 0 4m 来 定义 , 正如 在 第 三 章 on 
的 可 料 过 程 mi 来 定义 而 不 仅 是 对 于 局 部 有 ry Ao, 那么 随机 积分 
中 所 叙述 (过 程 mt 的 肠 部 有 下 性 的 诱 人 特点 在 于 性 大 (o) 
ni. yi 同样 属于 类 Moci 参见 第 三 章 85a BTR 半 较 的 可 能 a RU, 它 在 原理 上 ， 
其 次 ， * 按 分 量 定义 ” (7) 并 没有 考虑 所 参与 pt c (hri wt) 的 更 
对 可 用 “简单 "向量 过 程 rta) (n D MAES 
入 的 类 引入 







中 的 套利 理论 . 连续 时 间 
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3. ger Tp Re i rc RU DER “向 量 随 机 积分 ”的 基本 观念 和 结果 , 其 


证 明细 节 可 在 专门 文献 中 找到 (参见 例如 , [73], 172]. (248; 第 11 章 ], [249], (250], |303| 


TU Qc X) A ab, EATA GER) ARS 


X2Xo;* At M, (8) 


其 中 A = (A1, A2) 是 有 界 变 差 过 程 , 而 M = (M1,… , M*) 是 局 部 对 (A c y, 
M € Moc). 
| 号 然 可 求 得 这 样 的 与 流 F = (2,)t>0 协调 的 Co = 0 的 不 减 过 程 C = (Cejt>o 以 


Rc = (cd) Med = (e) íj-21,-,4, 使 得 
t 
As | cidO, t9, (9) 
0 


而 二 次 变 差 


[IM', M?], = [ dac. (10) . 
0 


(关于 过 程 (Mi MI) 的 定义 以 及 它们 满足 性 质 [M5 MIJ? € oc 参见 第 三 章 Sob. 
设 r= (nho unt) 为 可 料 过 程 . 





我 们 将 说 ， 
T€ Loa (A), qu 
是 指 (对 于 所 有 wen) 
shad 
J Dosis dC, <œ, t>0. en 
isl 
我 们 也 将 记 (gq > 1) 
7 € Li (M), (s) 
它 是 指 过 程 
d q/2 
(x id e € hoc, 
ij=l 
即 如 果 对 于 某 个 Markov 时 刻 序列 7, Too, 4 n — oo 


Tr d q/2 
E [ (x «en d ae (14) 
i jl 


如 果 对 于 某 个 表示 式 X = 3 
Anit AX Xot A+ M, 可 料 过 程 € L(A) N L2, 00 ^ 


7 € L*(X), (15) 





— o FR ee 


cm 如 果 需 
或 者 了 € L'OGP,F), 加 党 需要 强调 所 有 讨论 都 是 关于 测度 p 
行 的 . p 和 流 F= (Fi )eso 来 
我 们 强调 , r IIR LX) 的 属性 不 依赖 于 确定 性 过 程 ~ 
^ 7 (Cito i 
(参见 例如 , [249].) (Coo 的 具体 选择 
无 论 在 纯 量 F, EEDE F, MORGE fe. dX) (> 0, 1 € 24x 
的 标准 定义 之 一 都 在 于 按 定 义 , $ m € E(X) 
J, exam [aho [en (16) 
其 中 t d 4 
] 0-47 Xx ] eae. m 
为 ( 沿 轨 线 的 ) Lebesgue-Stieltjes 积分 之 和 , 以 及 
[ie atto (18) 
0 


EXTARE M = (MI,… ,AM9) 的 随机 积分 . 
关于 有 界 变 差 过 程 (对 € Lal A) MET o € 0) 的 Lebesgue-Stieltjes 积分 不 
会 带 来 困难 . 

这 里 的 基本 问题 在 于 : 

q " 24 (18) 的 定义 ; 

a) 给 出 关于 局 部 和 (对 于 re (MM)) 的 (向 量 ) 积 ‘an d 
b) 证 明定 义 (16) 的 正确 性 ， set Sih, 确立 这 样 得 到 的 积分 [in X) SAR 

“RRS HTL (8) AX. 

注 1.“ 自 然 " 定义 (16) 包含 一 系列 “RE 

例如 ， 由 此 并 不 能 完全 自动 得 到 线性 性 质 


1 t E t : aba dX) 
a f RH 
人 性质 (Ri IX; P, F) = L*(X; 
测度 让 的 不 变 可 积 
关于 测度 P 替换 为 某 个 等 价 nn eA 


Pe) 以 及 对 应 的 积分 值 重合 (至 少 Pas)) EA g (goo DUETE 
不 明显 的 还 有 该 积分 定义 关于 原来 的 Sg, SUAE t 将 是 
就是 说 设 pope x 满足 Xe FPS pop AR PEG 
流 , AY, c, t > 0. 众所周知 ian an 4 
CE. 因此 ,自然 期 待 , mote c BOT «X; P, G), 
y e La; P, Em pP p (o, s.) 41318 * 
以 及 随机 积分 值 不 依赖 于 在 哪个 随机 基底 (a, 9. P) 
"nx 


— 


理论 . 连续 时 间 
en: scm RREAN —___ 


中 确立 , 其 实 , 所 有 这 三 个 人 性质 都 顺理成章 地 满足 (对 于 任何 





1E i74], (248], [249] 
q> 1). 

4 SipEeHGERX TRE M 对 于 re Là (M) 的 积分 (18). 

如 果 re L"(M), BD 


llb roo) = g (E sete) ac. < oO, (19) 
0 ij-1 - 
那么 随机 积分 (r . M), = fy (t=, dM.) 如 同 纯 量 情形 下 对 于 用 方 可 积 蒜 入 样 来 定义 
(参见 第 三 章 85a 第 4 A). 
也 就 是 说 先 求 得 简单 可 料 向 量 过 程 r(n) = (r (n), ,x(n)) (n > 1) 的 序列 ， 
使 得 
lr ~ r(n)llram 0, n — oo. (20) 
对 于 这 样 的 过 程 r(m), 随机 积分 (r(n) - M), 可 按 公式 (7) 按 分 量 来 确定 . 
根据 Burkholder-Davis-Gundy 不 等 式 (参见 , 例如 , (283; 2.34j, [304; 第 1 Æ 89]), 


2 
< Calz(n)lrasQu) t2 0, (21) 








f am.) 
0 


其 中 C 为 某 个 普 适 常数 . 
由 (20) 和 (21) 我 们 断定 ， 


Esup 
ust 





ru 12 
Eee ji (r.(n) 一 v.m), dM.) —0, m,n oo. 
由 随机 变量 空间 12 的 完备 性 我 们 求 得 , 对 每 个 + > 0, 可 求 得 记 为 (r M): 


fis dM.) 的 随机 变量 , 它 称 为 + < L2(M) FABRA M 的 向 量 随机 积分 , 并 
满足 





u u 2 
Emp Í (T(n), dM,) — | (n, M,)| -= 0, n-— oo. 
ED 个 难 导 上 (比较 250; 第 I 章 ] 中 的 定理 4.40 的 证 明 ), 量 ff (r, qr) (2 0) ™ 
选择 为 使 得 过 程 (ea Sit F = (Fi)eso 协调 , 并 且 对 每 个 时 刻 t> 0, 
有 右 连 续 和 带 左 极限 的 轨 线 ， “ 

RET v € LPCM) 的 所 给 出 的 随机 积分 的 定义 可 用 奈 n 

R X 推广 到 

料 过 程 re L0, (M), 即 那些 对 q = 2 满足 性 质 Je 


XEM M 对 类 LL (M) 中 的 过 程 7 构造 随机 积分 就 大 为 复杂 , 这 里 和 e 


Li UM), 是 指 过 程 x 有 这 样 的 性 质 . 


(3 d 
men | .C 
Ew) d" ac 


, 、 我 们 考察 决定 性 过 程 (iacuit 
0. 


a 
即使 在 纯 量 情形 下 (a = 1), 这 时 这 一 条 件 到 下 列 形式 rap 
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2 à d 
(7° -[M, M] ¢ Bg. 


随机 积分 +. M 的 构造 也 要 求 应 用 相 ， 
性 质 (参见 [304] 中 的 第 2 章 go) 


FE 2. 联系 条 件 (r? . [M,M])Va eu 
ARM « 它 显然 满足 ， 因 为 正如 在 第 3 点 中 
[M, M]? € Aoc. 

KFM ARR M Mre Lioc(M) (= L} (M)) 定义 向 重 随 机 积分 的 各 种 方法 
IIO TERR X 和 re L(X) (= Li{X)) 的 随机 积分 (r- X), = firn dX,) 参见 
[14], (248]-[250], 其 中 都 确立 了 下 述 自然 期 待 的 性 质 成 立 [X 和 Y ER 

a) WR p 是 有 界 可 料 过 程 以 及 x € LX), 那么 pr 6 LX), pe Liz X) 以 及 

(pn): X =p- (r: X); 

b) 如 果 X € Moc 那么 Lis (X) C LX); 

c) 如 果 X € Y, HBA La (X) € LX); 

d) L(X)nL(Y) C L(X +Y), BR « € L(X)aL(Y), BA ee Xr: Y m (XY); 
e) L(X) 是 向 量 空间 , Em X+- X =l tr") X Pr eL). 

在 [248], [249] 中 也 讨论 了 满足 性 质 a)-e) 的 过 程 的 类 L(X) 的 RATES FL 
这 个 类 的 “最 大 性 " 也 被 J. Mémin [343] 的 结果 所 证 实 ; 根据 后 者 , ER (n X: re 
L(X)) FEB BRAS fa] PIE M. Emery 拓 扑 是 闭 的 ((74], [138]) 

5、 在 过 程 r = (m1,.… nt) 局 部 有 界 以 及 M € Moe pe 
ME (fran) 。 Rak (74, puo). ERMET, TENSES 


草 85a 的 第 7 点 注意 到 . 5 下 , 关 
值得 注意 的 是 , 如 果 局 部 有 界 性 不 满足 ， 有 有 他 所 上 
TRIBU. M 的 随机 积分 Jy rM, BURRESS 家 两 个 有 同样 参数 的 指 

例 (M. Emery [137]). 在 概率 空间 (N. FP) E —-— 
数 分 布 的 独立 停 时 o 和 令 


0, t< min(o, T)» (22) 
Met 1, immari^ 
t 一 一 


精细 的 技巧 所 依据 的 远 不 是 局 部 靳 的 平凡 


注意 到 以 下 这 点 是 有 益 的 ， 对 于 局 部 
所 注意 到 , FARRE M 具有 性 质 


an tamaan 


pP) ER. 
Mo Fi 4m = 0, s = Lt 


如 果 9, — (M, s <t), t 2 0, BF 料 过 程 ) T= (meno 





=> 


———— M. 
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£k 是 有 界 变 差 过 程 ， 而 我 们 对 过 程 7 关于 M 进行 积分 (在 Lebesgue Stieltia 
ST), 因为 随机 变量 mine, r) 以 概率 1 AP RE. x | 

由 第 4 点 中 提 到 的 性 质 b), rh M 的 积分 fo 1,dM, 与 Lebesgue-Stieltjes 积分 


相 重合 . 
it Y, = jmsdMs,t>0. 由 (22) 我 们 求 得 ， 


0, t < min(o, T), 
1 


macros BD milan) o, 
Y: — min(o,7) (23) 


t > min(o, T) = 7. 





) 


~ min(o, T) 
过 程 Y = (Ypo FAR, 因为 El = 00, t > 0. 这 个 过 程 也 不 是 局 部 园 , 因为 
对 于 任何 不 便 为 零 的 停 时 下 = T(w), ElYr| = oo. (详情 参 见 [137].) 
6. 联系 所 引入 的 M, Emery 的 例子 , 自然 产生 这 样 的 问题 : 如 果 过 程 为 六, 什么 
是 向 量 随机 积分 《上 (raX。)) 、 为 局 部 钠 的 充分 条 件 . 然而 ,这样 的 由 过 程 的 
局 部 有 界 性 所 组 成 的 条 件 已 经 在 上 面 提 到 
下 列 J.-P. Ansel 和 C. Stricker 的 结果 ([9; 推论 3.5]) 给 出 的 条 件 不 用 7 上 的 有 
界 性 的 术语 来 表达 , 而 用 随机 积分 值 的 本 身 来 表达 (正如 我 们 以 后 将 看 到 ， 对 讨论 套 
利 问题 来 说 这 样 更 方便 ). 
定理 ([9]). ik X 一 (X*,--- ES) Ay P- Fy Bh HR, T = (1, -- i ,Nd) 为 可 料 过 程 ， € 
们 使 得 随机 积分 r.X 有 定义 ,并且 下 有 界 于 某 个 常数 (r X> 0,120). MATX 
257». 
7. 我 们 回 到 自 融 资 策略 问题 . 
定义 1. HX = (X°, XI X4) 为 描述 de 1 种 资产 价格 的 (4 二 1- 维 非 负 
Vh. 策略 r = (020,2) 称 为 (关于 X) 容许 策略 , 是 指 0 € L(X). 
定义 2， 容 许 策略 re LX) 称 为 自 融资 策略 是 中 定义 的 资本 
X" = (X7 J20 有 表示 式 (5). eee R 


ERASE VT MASH toon SFE SF(X); 比较 第 五 章 
§la. 
对 于 离散 时 间 情 形 , 自 融资 性 (参见 (3) 或 (4)) 等 价 于 $ 


d 
Dox, Amt) =0, K>. 
1=0 


(第 五 章 $1a 中 的 公式 (13).) 


我 们 考察 在 性 质 (7) 满足 的 假定 下 这 个 关系 式 的 连 纺 时 间 情 形 的 可 能 类 比 四 


— L FRE o 
BR e PEU 
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eei 


为 此 我 们 假定 ， 我 们 考察 的 策略 f (nul. 4 的 分 是 是 
料 ) 过 程 (ri € Yi = 0,1,… ,可 .这样 的 策略 的 4 有 界 变 差 的 (可 
的 简单 函数 (第 三 章 §50). 例子 例如 有 用 来 开始 构造 随机 积分 
在 这 一 假定 下 (x' e Y), 我 们 求 得 


dst) = nid Xn 
(参见 第 三 章 85b 第 4 反 中 的 性 质 b)), 因而 , 自 融 资 条 件 (5) 等 价 于 条 件 
d nt 
2, | Xi d =0, 150, es 
或 者 以 符号 形式 ， 
(X, , dm) = 0. (25) 
在 r = (r,t, -- un) 为 可 料 自 融 资 策略 的 更 一 般 的 情形 下 , 我 们 求 得 (根据 
第 三 章 85c 中 的 Itó 公式 )， 
d(ri Xt) = ni_dX; LXI dz d[X',v']« 
= sidXi — AnidX} + Xidm € dC. 7) 
= nid Xi + Xi dri € QC m ie 


(E Am AX; 
(26) 


因此 , (可 料 ) salon r 的 自 融 次 性 条 件 可 取 下 列 和 人 


d ^48 (27) 
y: xi dri e X50 k= 4 


=I 
i 25). 
特别 是 , 如 果 r e y, 那么 Qr =O BOT din 
8. AERE A HERI III ERE 就 可 定义 资本 
所 看 到 的 , 对 于 它们 来 说 , 有 UD re D Kre 
的 演变 , 并 给 出 自 融资 性 概念 ， 这 一 状况 syg 关 人 首先 
tf [214] 和 [215] 中 就 完全 清晰 地 注意 ay X: 
随机 分 析 在 描述 资产 价格 动态 变化 上 的 人 acm. 在 许多 情形 下 
en ARH RIE ER 更 一 般 的 , 对 
kpoka, 例如 ,对 于 分 形 布 ”” 积分 的 问题 pru 
入 自然 amtata ARERR yore TA a ee 
我 们 再 次 回忆 起 , 在 (HERD T 大 才学 中 的 计算 来 | 
定义 (第 三 章 goa). 这 时 , 尤其 是 ll 


LL HP RPR | 
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然而 , 当 运作 是 对 于 局 部 无 界 函 数 来 进行 时 ， ite 例如 ,上面 所 引 
d. Emery 例子 表明 , 在 A 的 情形 下 , 随机 积分 过 程 f(x。, dM, 
J HXT : 1 Eu dE 1 
irc res Ha, XPEICHORUL HP “Pope 
Spe (m. AM) TEARS HORA. (参见 第 二 章 1c 中 的 定理 .) 

与 此 相 联系 , 提出 下 列 定义 是 合适 的 ， 

定义 3. X = (Xe Po P)oo WB. 我们 说 , X 是 d MrRER (X € MTS), 
是 指 可 求 得 次 M = (MI, MT) 和 可 料 过 程 = (x ，… ,7d) € Ly (M), 使 得 


t 
X, = Xo + | (n, dMs), t 之 0. (28) 
0 


(比较 第 二 章 gc 中 的 定义 7.) 

定义 4. UX = (Xr, 多,P)izo WER. TUS X 是 d MARAE (X € 
ATA), BAAR AE M = (M1,… MT) 和 可 料 过程 0 = (me ,T3) € 
Li (M), 使 得 表示 式 (28) 成 立 . 


在 离散 时 间 情 形 下 , 类 Moc, TA 和 ATA, 对 于 任何 d > 1 重合 (第 二 章 fl 
中 的 定理 ). 而 在 连续 时 间 情 形 下 , 一 般 来 说 , 已 经 不 是 这 样 , 正如 所 引 人 的 M. Emery 
的 例子 所 指出 . 


9. 上 面 所 引入 的 自 融 资 性 的 概念 表达 了 在 市 场 上 既 无 资本 流入 , 也 无 资本 流出 ; 
它 是 对 证 券 市 场 上 的 组 合 和 运作 所 作 的 金融 限制 的 重要 形式 之 一 . 在 离散 时 间 情 形 
F, 在 第 五 章 Sle 中 还 考察 了 其 他 形式 的 限制 . 

对 于 连续 时 间 情 形 的 对 应 的 平衡 条 件 几 乎 是 自动 地 转换 . 

比如 , 如 果 认 为 , X9 = B 是 银行 账户 , 而 X! = S 是 股票 那么 类 似 于 第 五 章 
fla 中 的 第 4 点 , 当 股票 支付 分 红 时 , 平衡 条 件 将 表现 为 下 列 样式 : 


dX; = AdB, + ^n(dS, 十 dD,), (29) 
其 中 D, 是 在 时 间 区 间 [0,4] 中 所 支付 的 总 分 红 . 这 时 ， 


A 一 S, dD, 30 

(F) (3) 2). e 

在 “ 带 消费 ” 和 “运营 费用 " 的 情形 下 , 条 件 转 DE XR Sle 
中 的 公式 (25)-(35) 和 (36)- (40). 换 为 相应 的 形式 . 参 


§lb. 折 现 过 程 


1， 在 比较 不 同 的 资产 的 价值 


(价格 y, 1 [y ar n & " 资产 ， 
DEP IM, RBS SUE UE eu se em 


券 的 比较 ， 例 如， 在 考察 由 soo 种 资产 所 组 成 





re ee 


ep 


工料 炽 模型 中 的 证 关 组 和 


E ‘617 
BY, 作为 “基底 资产 的 
(按照 某 种 加 权 的 方式 ) 所 


sgP500 市 场 (参见 第 一 章 lb, 以 及 更 详尽 的 


: 例如 (310) 
自然 就 取 S&P500 指数 , 它 就 由 这 些 ( 例如 (310) 


300 种 ) 资产 的 价值 


成 

在 第 一 章 中 (参见 $2c), 简要 地 令 述 了 流行 的 
账户 {无 风险 资产 ) 作为 “基底 " 资产 ENS ne py ened en 
和 “风险 ”的 指标 , 由 此 就 可 导出 各 种 资产 4 的 比较 

以 后 在 考察 4+ 1 种 痪 产 XOX... ,Xd 时 , 我 们 规定 , 比如 资产 yo 选 为 d 
底 " 资产 ; 通常 把 它 区 分 为 “简单 构建 的 " 资产 然而 , 重要 的 是 要 强调 cuum 
Y = (Yu Federo 都 可 选 作 这 样 的 资产 ， 只 要 它 总 是 严格 正 . 

在 选择 适当 的 过 程 Y 时 , 还 有 一 个 纯粹 的 “解析 "原因 在 于 , 依靠 这 样 的 所 谓 折 
现 过 程 的 成 功 选择 (在 关 法 金融 文献 中 ， 也 运用 术语 “ouméraire (币制 >; 参见 例如 ， 
075), 与 直接 运作 x" 相 比 , 运作 E ANTAA AFANES URE Sa 
最 后 的 注 . 


2. 如 果 Y = (Y ,多 ,) ,zo 是 某 个 正 过 程 , £5 X = 00,0, X7) 一 起 定义 
在 随机 基底 (0, 多, (Fi)ez0,P) E. 那么 对 于 i=0,1,… ,4d È 


pte =" A" (1) 


若 为 (关于 X) 的 自 融资 组 合 , 则 自然 要 阐明 它 关于 折 现 组 合 ~ El = 
X") 是 否 是 自 融 资 的 ， 为 此 ,我们 假定 , 51a 中 的 性 质 (7) 满足 FEET =y 
是 有 界 变 差 的 可 料 过 程 (Y7 e»). TE 


iq (2) 
Xi = yox + Xi- c 
以 及 * (3) 
dX, = Y; 'dX; + Xr. dY, i 
因此 , 由 $la 中 的 自 融资 条 件 (6) 可 见 ， 
d al 
d iy dY, 
d ^g A i ' 十 T, :] 
2 make 7h dame È (4) 
i=0 i= ui Ja 
-14Y* 1^ 
= Y; ldX; t rar 
Re, WF t>0 (P-a.s.) (5) 
EPET 
I AX; A LS 
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一 一 一 
于 是 "dg 
Y nX- dY, | = (sx) dY, | = (Erai) AY, !, 
i0 i=0 i=0 
并 且 由 (4) 我 们 求 得 
d 
2 i i i is 
y ridX, 三 Y, dX; 十 xzdY,! 一 (> saxi) AY, 1 
一 i=0 
a ` . 
=Y dXr + xe dys + (ax? 一 xd AY,! 
i=0 
z Y dX, 十 xz dw (6) 


d 
因为 dXF = E TidXi, 以 及 根据 随机 积分 的 性 质 ,，AXF = D "i 人 Xi (BRAK 


i= i=0 
65a 第 7 点 中 的 性 质 (D) 
由 (3) 和 (6) 我 们 得 到 关系 式 


d E 
dX, =) dK, (7) 
i=0 
它 意味 着 对 于 折 现 组 合 X = O0,X X), 自 融资 性 质 满足 . 
注 ， 在 上 面 所 引信 的 折 现 时 保持 自 融 资 性 质 的 证 明 中 , 假定 Y AL TATA, 


y- c y 以 及 性 质 (5) BR. 关于 另外 的 确保 自 融 资 性 的 可 能 条 件 参见 例如 , [175 
折 现 过 程 的 经 典 例子 是 银行 账户 B = (Boso: 


B. = Bo exp ( [ r(e)ds) (8) 


其 中 = (r(0) ooo 一 般 来 说 , 是 某 个 随机 利率 , 通常 假定 为 正 过 程 . 银行 账户 是 方 全 
的 “基准 ”, 它 能 用 来 比较 其 他 诸如 股票 、 债 券 之 类 的 资产 的 “质量 ”. 


3. WY? 和 Y? 是 两 种 折 现 资产 , 而 时 间 参 数 t e ET 
; (0, T]. 我 们 将 假定 ， 关于 
x X 
在 (Q, Fr) 上 的 测度 P, 规范 过 程 Y 是 ((d + 1)-4E) $. 


SACHE BIER, 什么 时 候 可 断定 , 存在 测度 P? 2 a 
RE. LATOR 4 节 中 的 级 二) 规范 过 程 ys 
为 此 , 我 们 假定 , 关于 测度 e. spe Y. 
对 于 AE Fr, > ODE yi 是 (TE) $k. 
PHA = Ep. (1, Y. /¥o (9) 


显然 , P? 是 (O, Fr) 上 的 概率 测度 JEH pz p) 





— eamewenae 


1 "i es AE ip p? | 
Y, YT Y? ^, F *8.8.]. (10) 


由 此 得 到 , 关于 按 公式 (9) 构造 的 测度 P^ 规范 过 程 X ng 
注意 到 以 下 这 点 是 有 益 的 : 如 果 万 为 STRE RR 
| 变量 , 那 
(10) 导出, (在 Fo = (2,0) 的 假定 下 ) M dada 


1 fr f 
Y, Ep: (a) = Yf Ep: FA! (11) 


以 及 (P2-, P!-a.s.) 





Yo Epi E |s) = Yf Ep E 2) (12) 
Sic. 容许 策略 . IT. 某 些 特殊 类 


1. 对 应 于 Gla 中 的 定义 2, 容许 策略 r E SAX) 的 
为 下 列 形式 : 


资本 XT = Tier 可 表示 
t ^ 

xp2ape[ 029 <T, (1) 
0 


问 量 随机 积分 
其 中 由 Se 
局 (ra,dX。) 为 关于 (IESU 站 D Jc fes abd 这 时 , 为 了 不 与 


以 后 将 认为 x9 为 正 (X? > 0ts : 
t _ | 尤其 是 , 认为 原来 的 
分 数 " 表达 式 XE 类 型 打交道 , 我们 将 立即 假定 xpei XE 
t 的 资产 . 
MR X — (1,1, X9) 是 (d+ : 在 考察 无 套利 机 会 的 


作用 将 
2 Saintes] ARETE TO 
Baen nie eis e Uni a TU 


定义 1. 对 于 每 个 a>0, 令 (2) 


o, TI] 
I (X) 7 {™ © spy X? 77 tel 
x TT did Ko? 限制 了 策略 
4 容许 性 条 件 «XT > -at€ (0, T]! oe vei 


" 的 最 大 亏损 , crak RRB EAE 
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ip a > 0 那么 资本 X" 容许 取 负 值 它 可 解释 为 具有 借债 的 手段 (例如 通过 
银行 账户 的 贷款 或 者 股票 的 “ 卖 空 ) 
在 a = 0 的 情形 下 ， 资本 总 额 X7 = iri 必定 对 于 所 有 0 < t < 了 保持 


非 负 . 

类 M(X), a 2 0, 时 在 第 一 批 著作 中 引 人 (2141, [215]), 按照 套利 理论 及 其 后 续 
亡 已 经 成 为 最 自然 的 策略 类 来 进行 考察 ， 对 于 它们 来 说 (正如 著名 的 “圣彼得堡 赂 
to. 参见 例如 , [186; 第 2 版 ]) 不 容许 无 限期 采用 “ 输 了 赌注 加 傍 ” 策略 (比较 第 五 
章 $2b 中 的 例 2). 

下 是 这 一 类 M(X) (a 2 9) 以 及 它们 的 某 些 扩 充 , 才 与 一 些 涉及 无 套利 机 会 的 
充 要 条 件 的 著作 相 联系 ， 其 中 我 们 首先 注意 到 的 是 F. Delbaen 和 V. Schachemaye 
的 系列 著作 (参见 例如 , 论文 [100}, [101] 以 及 其 中 的 历史 文献 信息 ). 


3. 类 Ha(X) (a 2 0) 远 不 是 唯一 的 自然 容许 策略 类 . 
TE XXE C. A. Sin 的 著作 [447] 中 系统 运用 . 


定义 2， 设 9 assu) 为 有 非 负 分 量 的 (d + 1)- 维 向 量 , gX) = 
E AEO 
(9, X.) (~ x gx) ! 
A 


N (X) = {7 € SF(X): X7 > -9{ Xt), t € [0, Th}. (3) 


正如 在 定义 1 的 情形 下 , 条 件 XT > —9(X,), te o TP HAWS RE: 在 
每 个 时 刻 c 量 o(X,) 限制 了 “经 济 上 ”容许 的 最 大 损失 或 者 最 大 负债, 其 中 在 银 和 
账户 上 有 资本 g, 而 第 i 种 资产 上 有 股票 gi 1…… ,d. 


显然 , MH g > a, 那么 (X) € TIC). 


4. 为 了 以 后 叙述 在 半 著 模型 下 的 套利 理论 问题 ,有 益 的 是 引入 多 -可 测 偿付 函 


We w= vo) 的 某 些 “试验 " 类 ; 这 些 函数 可 能 是 上 面 引入 的 容许 策略 类 的 策略 了 
收益 (T (n, dX.) 的 下 界 . 


四 这 里 的 “圣彼得堡 赌博 " 是 指 Jacob Bernoulli (1654—1705 所 提出 的 一 种 gen 
MES. 22 — AN HET ERA MEIN. 假设 第 1 次 猪 对 ， SUI iei 次 猜 错 , 第 2 Wm 
巾 秆 可 得 4 元 ;一般 情况 下 , 前 n — 1 AN, DUET 2" 元 这 里 自然 可 认为 这 是 
每 次 都 把 自己 的 赌注 加 倍 . 对 于 这 样 的 赌博, 赌 徒 赢得 任意 大 的 钱 的 概率 都 是 正 的 但 其 区 iv 的 
的 赂 本 必须 无 限制 . 从 金融 学 的 视角 来 看 (参见 第 五 章 $2b 中 的 例 2), 这 是 一 场 总 是 有 E 


赌博 . (BTL GE (CHAK) 的 赔本 (“BE Gem) 有 限 aye. P0 
在 研究 有 无 限期 的 证 券 市 场 的 “套利 理论 * 时 ， LAE HR PTUS RUM. MU 





. "CA A 
— T EM Re 
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定义 3. 对 于 a>0, 令 
Bale) = fv E Lol, £y, P): vy < fu aX,) 


对 于 其 个 策略 7 € TL (X) ài) 
以 及 


V(X)= fy € Lol, Fr, P): Y< [ax 


对 于 某 个 策略 7E TL (x) 成 立 \， 
J 
其 中 (X) = U TIS QO. 
az 
定义 4. MT gi 20(i201, ,dd) 的 g=(g 9，… ut 
T 
V(X)= fy E L,(Q, Fr, P): v € Í (n,,dX,) 
at FA Mm eT) 成 立 


其 中 L (O, Fr, P) 为 满足 Iyl < 9(X7) 的 Z7- 可 测 随机 变量 y 的 集合 


5. 如 同 通常 那样, 在 随机 变量 少 的 空间 (更 确切 地 说 , 随机 变量 的 等 价 类 ; 参见 
Plin, (439; 第 II HE, $10]) D. (Q1, Sr. P) 中 引入 范 数 


. P{W > c) 9) 
Ila; = ess sup I| = inf {0 € c € © P(lU] > c) } 
uw 


Banach 空间 ) 
关于 这 一 范 数 , 该 空间 变 为 完备 (因而 根据 定义 ， eee (X) (o 2 0) I 
集合 W(X) (a > 0) MUX J 关于 范 数 的 闭 包 
V, (X). 


\ de: 
在 空间 w,(X) .我 们 将 考察 由 下 列 公 式 定义 的 Ill 








lle = 


~ 





FI 
关于 这 个 范 数 的 闭 包 v, UO ie V0 
2. 无 套利 机 会 的 半 鞠 模型 完全 性 


Wa. 无 套利 的 概念 及 其 变型 jz (4< O 
1. 在 离散 时 间 (n < N < ec) 和 ni 
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的 扩充 版 本 (第 五 章 62e) 断言 , 对 于 [B,5)- 市 场 ， 


ELMM <=> EMM «— NA. (1) 


这 里 NA 是 在 第 五 章 82a HEX 2 的 含义 下 无 亦 利 性 质 (NA= No Arbitrage) 
EMM ffl ELMM 分 别 表示 存在 等 价 钠 测度 (Equivalent Martingale Measure) 和 存在 
Hp By ah MM, (Equivalent Local Martingale Measure). 

因此 , 如 果 在 所 考察 的 市 场 上 无 套利 , 那么 蕴涵 关系 NA => EMM ÉL RN 
度 的 存在 (P ~ P), 正如 上 - 章 中 所 指出 , 给 出 了 在 定价 时 运用 发 展 成 网 的 鞭 论 技巧 
的 可 能 性 . 

另 _ 方 面 如 果 (B, S) 市 场 模型 使 得 对 它 至 少 存在 一 个 黄 测 度 , 那么 将 涵 关 系 
EMM —> NA 可 用 来 断定 , 我 们 涉及 的 是 一 个 “公平 ”运转 的 市 场 (其 含义 为 其 中 
无 套利 机 会 ). 

(1) 中 的 前 面 两 个 副 涵 关系 — 和 = 从 原理 的 视角 来 看 也 很 重要 , 它 表 明 , 在 
所 考察 的 局 面 下 ， 鞭 测 度 类 和 局 部 鞭 测 度 类 其 实 是 重合 的 . 

显然 , 在 连续 时 间 情 形 下 (至 少 对 于 半 鞭 模型 ), WFA (1) 类 型 的 断言 ， 然 而 
在 这 一 情形 下 , 局 面 变 得 大 为 复杂 , 即使, 按 其 实质 来 说 ， “无 套利 ”( 在 相应 的 定义 
Ty 成 立 当 且 仅 当 存在 有 某 种 (AUGE S) M 性 质 的 等 价 测度 . 

VU BOVEM EMI, 为 了 使 (1) 类 型 的 断言 成 立 的 问题 有 一 个 令 人 满意 的 
答案 , 必须 动用 “无 套利 ”概念 的 各 种 文本 ， 它们 最 终 用 来 确定 该 考虑 怎样 的 策略 类 

与 此 相 联 系 的 是 , 我 们 记得 , 在 离散 时 间 情形 下 , 为 使 断言 (1) 成 立 ， 实质 上 对 
策略 = (0,0) (除了 标准 的 可 料 性 和 自 融资 性 假定 以 外 ) 没有 任何 限制 
连续 时 间 情 形 则 是 另 一 回 事 ， 其 中 为 了 陈述 自 融 资 性 质 已 经 必须 动用 向 量 随机 
积分 fir. d X,), 而 为 使 它 存在 对 (可 料 ) 策略 r 必须 附加 容许 性 条 件 : re LX) 
— ami. Haie taii a fe po in 
UL, 7% Ae oh Ln HE cS sc less ae f 
略 类 看 来 对 这 个 同 题 来 说 太 “贫乏 " TI) 


2. 现在 我 们 转向 半 揣 模型 X = i 
ATONE. X = (LXE +++ X9) (Xt = (Xi her, t= 


VFAMSCE STO] 36x 3. (比较 第 五 章 92a 中 的 定义 2) 


x € SF(X), (在 时 刻 T) NATOS, 是 指 对 于 每 个 有 xp = 0 的 策略 


f, d) 


POXF 2:0) = 1 PXE = 0) = 1, (2) 





定义 2. 我 们 说 , YEM NA, ANA, 满足 是 指 相应 地 有 


Pal X) N LIN, Fr, P) = (0) 
(3) 
以 及 
P(X)NA L7 (0,7. p) = {0} 人 
4) 
其 中 w,(X) P X) 在 81e 中 定义 , 而 L7 (0.5, p) Rz 
SETA r,P) ES L..(Q, Fr, P) 中 的 
不 难 指出 , 条 件 (4) 等 价 于 条 件 


y^ (X)OLL(Q, Fr,P) = (0), (5) 


其 中 
y^ (X) = t € Lg (l, Fr, P): v= | (m,, d X,) 
0 


对 于 某 个 策略 r E IL (X) az) (6) 


定义 3. 我 们 说 , 性 质 NA, ME, 是 指 


G(X) OLE (2, Fr,P)= {0}. (7) 
Delbaen 和 V. Schachermayer 的 著作 中 


F. ! 
te WA, HEA NA, SUB, BR golf NFLVR(No Free Lunch with 


被 系统 运用 (参见 例如 , [100], [101]), 其 中 它 科 
Vanishing Risk, 没有 带 消失 中 的 风险 的 免费 和 和 
名 称 NFLVR 的 解释 如 下 . | 合 于 策略 re 
在 考察 天 大利 的 NA; 文本 的 江 尼 问题 时 DURER nee 
(X) f sca (yy AX) fae ETE 
但 是 在 考察 无 套利 机 会 的 WA- 文本 时 ,将 (x) PHTK 
LSIN, Fr, P) 作为 “试验 ”函数 ， 其 中 可 wem 
(关于 范 数 ll + Hoo) 的 极限 而 产生 的 函数 ， uit h). 
它们 可 能 也 是 对 于 某 个 mk 的 优 于 fo (re Xo) - "E 
由 于 k — oo HT, lu — ple 7* 0, NEST. 个 
W STIREA 失 中 的 风险 (VR dete itc poi] 中 所 确立 的 “ash 
其 引 人 注 目的 是 , AI NA eg a. 
A6 v (pe) at. tti e 





ps, -- 





中 的 赛 利 理论 , ME 
. oH wcw 随机 全 类 模型 


9, 我们 还 要 引信 与 类 OX 中 的 策略 适用 相 联 系 的 无 大 利文 本， 


定义 4 Boe (9g a"), JL. g! 
和 NA, 满足 ， 是 指 相应 地 有 
V(X n LZ (8, FrP) (0), 


以 及 
G(X) N LAN, Fr, P) - {0}. 
在 著作 [447| 中 性 质 NA, 称 为 性 质 NFFLVR (No Feasible Free Lunch with Van. 


ishing Risk, 没有 可 行 的 带 消失 中 的 风险 的 免费 和 AK feasible 的 含义 是 可 行 的 ， 可 能 
的 , 合适 的 等 等 )， 


82b. 无 套利 机 会 的 车 判别 准则 . T. 充分 条 件 

1. 我 们 将 假定 , 金融 市 场 由 d+1 种 资产 XX = (XXX4) 所 组 成 ,其 中 X' = 
(XDecr 为 给 定 在 有 Pr = F, Fy = (0,0) 的 渗透 概率 空间 (N, F, Xen P) 上 
fy ak f op p 

我 们 记得 , 如 果 存 在 (N, Fr) 上 的 测度 P 满足 P ~ P, HEX Titre x 


是 
MK (X € (P) 
或 
By We (X € As (P), 

那么 我 们 说 , 性 质 

EMM 
或 者 性 质 

ELMM 
MUERE 


下 列 给 出 无 舍利 机 会 充分 条 件 的 定理 1 和 定理 2 对 于 金融 数学 和 金融 工程 中 
的 计算 来 说 大 概 是 半 枫 本 型 中 的 套利 理论 的 最 有 用 的 结 四 — 


定理 1. Ae 9 gon X = (1, X1,. 


4X9) 中 对 于 任何 a > 0 edi gf 2" 
(i= 0,---,d) 的 y= (gg... gy £ 


ELMM = NA,, a 
| EMM => NA,. @ 
证 明 . 设 策略 e TI(X) 以 及 xv DELIS 


X7 


t 
"be j! (mdX,), te T, 6) 


,0,1 0,1, ,d. 我们 说 ， YEM NA, 





2 FERH De ay zet 
一 —— 825 
quar, P. 为 等 价 于 测度 P roe 正如 在 js 中 3 
gue T ME. P 对 它 的 等 价 测度 p gu | 
中 的 向 量 随机 积分 也 对 测度 P 有 定义 
对 于 有 XG = 0 的 策略 m 6 TX) (在 性 质 NA 
WAETH, 关于 测度 P, 过 程 X* ER : 
yix p, UAE EREN E, 那么 


的 注 1 所 说 , r 美 于 尺 
| 的 可 
Meque 从 而 UM re nn Na (3) 


WA A SCR) Jeter nic 


Es XT € Es X3 0, (4) 


因而 , 由 条 件 XT. > 0 (P-R P-an.) 立即 得 到 所 要 求 的 关系 式 XX = 0 (- M Bay) 
这 样 , 我 们 确立 了 过 程 Xr 的 P- EBENE 
如 果 r e CX), 那么 (P- 和 P-a.s.) 


Xf = X + f ax)? (g, Xi). (5) 
n 
由 于 向 量 随机 积分 的 线性 性 质 , 由 (5) 我 们 求 得 
(tte + g 33) > XE = (Xo) (0) 
LE 


XM P, 过 程 X délit ue, 并 且 根据 J.-P. Ansel 和 K. Stricker 的 结果 (参见 
ila 中 的 第 6 点 ) (6) 中 的 向 量 随 机 积分 将 一 臻 下 有 界 ,因而 是 局部 积 ; (根据 uon 
引 理 ) 这 就 是 说 , "Ez LA 
这 样 一 来 ， F 
XT m Xo + f (m, +p dX.) - (g, Xa = Xa), 
此 中 随机 积分 为 P- EM, 而 (9, Xe — Xoher W P UG at Fw e n, O0, ER X 
关于 测度 P J.-M, 它 与 (4) AEN TORIKI O) — 


' a» 0) IM (8) 
7) T'EWIME HT (1) 只 需要 注意 到 " : " vi pul ,0), it (d, X, : Xo) m 0, 


PUBL TVA Je yi. 由 于 X" e 1 故 对 于 guage (2) 的 情 
因此 ，(7) tt; Bennie, 以 及 世间 (1) IPEA. 7 
形 下 那样 . 
推论 . (8) 
i. 由 (1) 导出 ， SET. 
2. Mist (1), (2) 和 (8) 可 加 强 为 到 ai 
定理 2. Apaan Xi aux? (9) 


BLMM ee Mhe 


O -————PBMi 


-— 
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2. EE 
lE oT UEM 完全 性 








PFE EA E PELLI 为 了 证 明 (9), 我 们 假定 , w e V(X) Aso TAE 
au. TER 
EMM ==> NÀ,. (10) 列 (四 jl 满足 得 V.(X) 中 的 函数 序 
证 明 . 设 v i P(X). 省 H y) > 0. 下 是 存在 Y(X) 中 的 函数 序列 (WE) 使 得 lap wll. = ss suply(w) d v^ (u)i » 1 d 
Ve un (17) 
V) - V^ (w) e T 0. E- 6o. Jr H. 
lur =v lly =e ~ g( Xr(w)) k r the Tæ m 
pe ok BD TG w © 0, CN (18) 
不 妨碍 一 般 性 , 可 以 认为 , 对 于 所 有 w « 对 某 个 ak 2 0 关于 7" € IL (X) 成 立 
I v(w)- vw) — 由 (17) 和 (18) 我 们 得 到 
i ^ bn at 
T 
而 这 就 是 说 -is (rj, X,). (19) 
gC Xr(w)) | (Xr) -k 0 
一 一 一 一 二 € yw) < p(w). (12) 
k 又 , 同样 如 同 在 (16) 中 , 我 们 求 得 
i rue Y(X), 可 求 得 策略 n^ c IL, (X), 使 得 
m 0 < Easy = Eslimy = Ez lim j^ 
< | (r5, dX,). (13) n". 
: < Eslim | (r*, dX.) 
0 
与 (12) 一 起 , 这 就 导出 不 等 式 I 
(12) «lint, | (x5, dX,) <0, 
_g(X7) < [^ (n^ ax.) (14) = 
k Jo 其 中 后 一 不 等 式 再 次 由 随机 积分 人 (zk,dX,) (t « T) f PEEL 


定理 得 证 . 
$2c. 无 套利 机 会 的 鞭 判 别 准则 . TT. 必要 和 充分 条 件 cnet 
1. 本 节 中 将 引入 一 系列 关于 (这 样 那样 的 形式 的 ) 无 套利 机 会 的 


我 们 再 次 记 起 , 在 离散 时 间 情形 下 , 断言 «EMM e» NA" HL, 
为 在 一 般 半 炽 模 型 的 各 种 文本 的 原理 ege 
这 时 , 如 果 说 蕴涵 关系 EMM 一 NA apay, 基于 EZEREN 


它 表明 , 对 于 策略 序列 (r)a 来 说 , 用 随机 积分 来 描述 的 收益 的 负 部 (“风险 ") 随 
着 上 的 增长 趋向 于 零 (* 消 失 中 的 风险 ”)， 
不 等 式 (14) 显然 等 价 于 
(g, Xo) T 
eee | (mh + S ax,). (15) 


由 于 o = wl € g(Xr)/k, 故 考 率 到 (13), (15) 和 Fatou 引 理 , 我 们 求 得 


0 < Epy = Ep lim v^ = Es lim (v + A) UI BR MUN TER iE ADAH EMN gp 2 " 
= Eş lim (v + V dis y < Es lim ( A (nh + tax) inline pnt Sa eaa 
cn [La | era ae 

后 一 和 由 机 可 分 了 (nta ax.) (ce) hy P rti no hte E md " 
i | 这 样 一 米 ， P(Y = 0) = Ply = 0) = 1, 它 也 证 明了 北 洱 关系 (10). EMM e ^7 


O 
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0 


b) ERX =X x?) 有 局 部 有 界 分 量 . 那么 


ELMM <=> NA+ (2) 


2. 为 了 在 一 般 半 软 模型 中 陈述 有 关 性 质 WA, 满足 的 充 要 条 件 的 结果 , 按照 
1101], 我 们 引入 c-SURI oth il RE SHER. 

为 此 我 们 回忆 起 ， 在 离散 时 间 情 形 下 ， 每 个 局 部 缺 X 同时 是 装 变 换 , 即 (参见 第 
二 章 ge 中 的 定理 ) X = Xov v M, Hy 为 某 个 可 料 序列 , 而 M A. 

如 果 深 入 分 析 第 二 章 8lc 中 的 定理 证 明 ， 那么 可 以 察觉 , FARRA X 可 表示 
为 靳 变换 X = Xo +7: M, RP 7 是 正 可 料 序列 ， 

正 是 由 于 这 一 点 以 及 按照 [101]， 我 们 将 把 有 正 值 y. ORR A oR. 而 在 同 
一 情形 下 , 当 对 于 随机 序列 X 可 求 得 测度 PF ~ P, 使 得 关于 它 ,区 变 为 o-i, 我 们 
将 说 , 性 质 Eo MM REAL. 

有 了 这 些 新 概念 ， 第 一 基本 定理 (第 五 章 $82b, c; 也 参见 82a. 中 的 (1)) 可 表述 


为 下 列 形 式 : 
à 
这 一 形式 从 它 暗示 通过 怎样 的 途径 可 求 得 对 于 连续 时 间 的 第 一 基本 定理 的 推广 的 视 
角 来 看 很 有 用 . 
著作 po 的 作者 的 最 大 成 功 在 于 , 为 TAs RE PR 出 无 套利 机 会 的 
NA -文本 的 充 要 条 件 , 应 该 转向 的 正 是 “c- 蒜 ”和 «g Miei e . 
我 们 给 出 相应 的 定义 . 


定义 1. KR X = (X!,… X4) 称 为 o- 著 , 是 指 存在 RIAR M = (Miter 和 
M- 可 积 可 料 正 一 维 过 程 y = (voir, 使 得 X = Xo 4 M. 


定义 2. 如 果 存在 测度 P P, 使 得 关于 它 半 黄 X 是 oW, WARM P A 
0o- 鞭 测度 , 并 满足 性 质 Eo MM. 
t vM 术语 *o-Mo 是 在 著作 [101] 中 引入 的 . 以 前 ， 这 种 过 和 
(参见 例如 ，[73], [137]) 类 (Em) HER. 我 们 强调 , o- 的 特殊 情 
(参见 sa 中 的 定义 3). je ene 
下 列 结 果 可 称 为 在 无 套利 机 会 的 NA, 文本 的 充 要 条 件 寻 求 中 的 最 高 尽 : 
定理 2 (|101]). 在 一 般 半 扶 模型 中 ， 


注 2. M. Emery 的 例子 (81a 第 5 点 ) 表明 , c- 鞭 不 一 定 是 局 部 鞭 . 


部 
为 了 使 定理 1 和 定理 2 的 断言 与 离散 时 间 1 a» 的 联系 
Ee ae E ATE tah ) 


2. ARMA MEY 完全 性 

— 629 
论 . 在 一 般 的 半 = 

推论 BRD ox — (1,X')iciey (X' = (x: 

: ther i=l- dT. 00) 
EMM => ELMM = Eo MM + NA, © 

E = J i į 
在 局 部 有 界 半 蒜 模 型 X= (1, X )igiga (X' = (Xther, t=]. d, T A 
led T <00) P: 


EMM => ELMM += ErMM = NÀ, 
: (6) 


在 有 界 半 鞭 模型 X = (1,X jicicd (X= Ouen i=1, d T <00) P: 


| EMM <=> ELMM <=> Ec MM 一 WA, (T) 


3. 现在 我 们 转向 六 4v- 文 本 的 无 套利 的 充 要 条 件 . 


定理 3 ([447])， 在 一 般 半 鞍 模 型 X = (0X Q6 = Oder i = 

eed, T < 00) 中 ,对 于 有 及 >0 人 =01 四 的 9= 人 9 9 ) OEM 
NA 等 价 于 条 件 EMM: 

| EMM «= NA, | (8) 

"iXX 一 > 已 经 在 上 面 确立 . 反方 向 蕴涵 关系 的 证 明 思 想 大 致 如 F， 

B x = (1,X1,… X0) 为 半 蒋 . PAE, IE (47 PARA, T RER NA, 


X = 
当 且 仅 当 折 现 价格 a 满足 条 件 TA 由 于 cm RAE I D 时 


出 等 价 测度 的 存在 , 这 就 证 明了 断言 (9 
yeganga 我 们 还 要 举 出 下 列 两 个 反例 ss 
W = (Wi )i>0 为 标准 维 纳 过 程 (线性 Bachelier 模型 ; 参见 
策略 c = (B,-), 资本 | 
qu dSs: 
y TES XE + $e 而 这 意味 着 , 如 果 
u < T) x 


然而 ， 有 和 


r 
_ X%+ 
NT = B T Yd = Xo 0 


> r= inf(t: S, = 1) fl yu = J 
X5 =0, 那么 Xr = 1 (P-a.s)， BE), 


A^ 
HMM v = (5,3) BH eet p Ni) 9 xe celo " 
= NA+ 


2 Iu« 7) 8 


例 2 (ELMM # NA, ELMM 


g<t<h 
MEL DNE á 
Xi a 0, t^^ v id 


四 在 原版 和 英文 版 中 , 最 后 一 
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Xo 
Y, = exp (w " 2! ) 


x ; _ (Woe, HAREE. dim à; 
以 及 W = (Wi) 为 维 纳 AX! = 1 对 于 三 1 成立 ， 故 由 此 得 到 , 经 典 含 


过 程 x) BM. 由 于 f, geting s 
义 下 的 套利 成 立 . 同时 , 由 断言 (2) 得 到 ， 性 质 NA, 成 立 . 至 于 性 质 NA, 则 它 在 这 


-1 22-1. 
里 不 满足 . 事实 上 , 正如 在 [447] H 4 ap = 1, ™ | 

于 是 Xp-0, Xp -1- X > 7-900 其 中 g( Xi) = 1+ Xo XT = 1. 

4.9 所 有 我 们 前 面 的 套利 讨论 都 有 关于 描述 资产 演变 的 过 程 F 炊 的 情形 . 现 
在 再 来 考虑 非 半 轩 情形 下 套利 机 会 存在 或 不 存在 的 同 题 是 很 自然 的 . 

下 面 我 们 考虑 两 个 (B, 3S)- 市 场 的 例 于 ， 其 中 过 程 S = (S) 是 由 参数 B 满足 
Len <1 的 分 形 布朗 运动 BU = (Bt ):>0 所 构成 的 , 它 (正如 已 经 在 第 三 章 82c 中 
提 到 ) odes, 因而 没有 (局部) wii RE. 这 一 特点 直接 表明 (参见 第 一 章 82f 第 4 
点 ), 在 相应 的 “分 形 ” 模型 中 可 能 有 套利 机 会 ; 事实 上 , 在 下 一 例子 中 就 有 套利 ， 

例 3 (NELMM => A). 考虑 下 列 线性 结构 的 (B, 5)- 市 场 : 

Bel %=1+57,  t20 (9) 
其 中 BE = (BE),wo BASH H WE $ cH«18427 5 9 3. (参见 第 八 章 Sla 
的 线性 Bachelier 模型 .) 


B, = —(BE)? — 2BF (10) 
‘Yt = 2B". (11) 
于 是 其 价值 


XT Btn = - (BEY. 一 2B8 十 2BR(1 + BP) = (BP) 
运用 第 八 章 5c 中 的 It6 公式 (22), 我 们 得 到 


dX? 三 d(Ba)2 = 2BBdBB 
由 (9) 和 (11), 我 们 看 到 
dX? = dS. 
这 意味 着 , 所 涉及 的 策略 r 是 自 融资 的 . 由 于 Xg =0 以 及 Xr = (BB)? > 0 对 于 


t > 0 成立 , 这 就 得 
— 到 在 这 个 (有 ,3) 市场 中 在 每 个 时 刻 + > 0 (在 0. 容 许 策略 关中 P 


外 原版 和 英文 版 中 , 这 里 的 Y, — exp (W, — 注 
@@ 这 一 小 点 在 原版 中 没有 , I RADI ER 一 和 


E — TEMA age — 
由 金融 的 视角 来 看 , 这 是 一 个 完全 人 yw oa 
我 们 的 下 一 个 例子 没有 这 个 缺陷 E 为 的 例子 ， 其 中 价格 


(E> 0) SERE f f 
4 (NELMM => A). HEE 
dB, = r B,dt, Ba =] 
dS, = Si(rdt + cdB? j. (12) 


So = 1 
) (13) 
其 中 B? = (BP )uzo 仍然 是 H 满足 i <H<} ^ — Pi 
作 式 (33) 可 见 , 我 们 得 到 TONED. 由 第 三 章 ise 中 的 


B, = e", 


(14) 
S, re ert+oBt 


(15) 
我 们 现在 考虑 满足 下 列 条 件 的 策略 7 = (9) 
Bt = 1— eRe (16) 
t= 2(e7 Bt = 1). (17) 


对 于 这 个 策略 我 们 有 
X; — AB. ht = Pid Ci - 1f. 
运用 第 三 章 g5c 中 的 Itô 公式 (32), 我 们 得 到 


c B? eB, H 
dX? = re" (e —1)at 4 25,7579 (P — 1)dBt, 


并 且 容 易 看 到 ， 右 端的 表示 式 恰好 就 是 AdB + wis HRF 为 此 只 需 考虑 


(14)-(17). 
这 样 ， 
= dB + "hddt, 
它 意味 着 由 (16) 和 (17) 定义 的 策略 7 x aM. 0 有 JE > ,这 个 模型 (iE 
由 于 对 于 这 个 策略 我 们 也 有 Xo = 
如 在 例 3 中 的 模型 那样 )， 就 为 对 于 +> 0 


§2d. 半 鞭 模型 中 的 完全 性 


说 orm 
的 定义 4), 我 们 说 ， 
1. 类 似 于 离散 时 间 情形 下 的 术语 pom gr stetit pr 
X = (X9, X1,.., X*) 完全 的 (或 者 T- 使 得 xi frr 


组 全 
BROR fr 可 复制 (可 达 ) Wo RAD gg 
自然, 可 复制 性 质 本 质 上 依 帧 于 容 
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一 .ww gas) 断言 , 在 有 离散 时 间 (n < N < oc) 和 
我 们 记得 ， 第 二 基本 定理 (LM $4a) 有 
bre (d < oc) 的 无 套利 模型 中 ， 完全 性 成 立 当 且 仅 当 甘 测 度 集合 刚好 由 一 个 等 
价 于 测度 P 的 测度 (P) 所 构成 . 


2 下 面 将 在 等 价 著 测度 类 (P) FF 
完全 性 充分 条 件 . 

在 这 一 假定 下 ,下 列 断言 成 立 

定理 设 鞭 测度 集合 只 包含 一 个 测度 那么 在 类 SRUX) 中 可 找到 策略 ,使 得 
X7 = fr (P-as.) 对 于 任何 有 Eslfrij< © 的 偿付 索 求 fr 成 立 . 

注定 理 的 证 明 可 按 下 列 模式 来 进行 (比较 第 五 章 as 中 的 框图 ): 


| SNP) =) UL “X- 可 表示 性 ” D 完全 性 . 


的 假定 下 , 引进 一 个 在 一 般 半 鞭 模 型 下 的 


这 里 关于 款 测 度 P e (P 的 “X- 可 表示 性 ”意味 者 (比较 第 五 章 &4b 中 的 
“S- 可 表示 性 ")， 每 个 给 定 在 同一 个 渗透 概率 空 提 (Q, F, (Filer P) CAR M = 
(Mi, Fao P)ier 与 p-&k X 一 起 有 下 列表 示 式 : 


t 
M, = Mo + | (Ys, 1X 4), t< T, 
0 


其 中 ye L(X). 

蕴涵 关系 (0) 由 J. Jacod (参见 [248; 第 IT 章 ]) 得 到 , 并 在 J. Harrison 和 S. 
Pliska 的 著作 [215] 中 首次 应 用 于 套利 理论 . 

蕴涵 关系 (2) 可 恰好 如 同 离散 时 间 情 形 下 那样 证 明 (参见 第 五 章 84b 中 的 引 理 
证 明 ). 

关于 完全 市 场 的 具体 例子 参见 以 后 的 第 4 节 和 第 5 节 . 


È 1. 在 不 完全 无 套利 市 场 上 的 (局 部 ) 鞭 的 “X- 可 表示 性 ”问题 例如 在 [9] 
中 考察 . 


注 2. 余下 的 问题 是 在 我 们 的 氢 述 中 经 常 提 到 的 套利 ，( 局 部 ) RUE UC 
等 概念 的 相互 关系 问题 

强调 以 下 这 点 是 重要 的 ; 这 些 概念 中 的 每 一 个 最 初 都 可 相互 独立 地 陈述 . 这 8 ， 
无 论 是 套利 , 还 是 完全 性 , 都 是 对 原来 的 (“物理 ; piit 
Horum ("物理 ") 概率 测度 来 定义 的 , 与 所 涉 
sie ie (N < oo, d < oc) F, 无 套利 原来 有 简单 的 
me 和 WIE A4: (PP) 4 0), 而 在 这 样 的 无 套利 模型 中 , 

于 软 测 度 的 唯一 性 (| PP) = 1) (第 二 基本 定理 ”). 


然而 , 如 果 考 虑 更 一 般 的 模型 , 那 如 第 六 
NE VN 么 完全 可 能 无 套利 而 不 存在 黄 测 度 , 正 


AI  —— — 


————— 一 一 一 Mh 


同样 正确 的 是 , RUE VC SERE Ru (5 “i 


不 能 不 说 无 套利 机 会 , SICHERER Ranae 二 定理” 相 联系 关于 完全 
s) 完全 性 既 可 在 无 套利 模型 上 成 立 emt ERR RETAKE 
b) 完全 性 可 在 不 唯一 的 “经 典 ，( 即 非 抽 ) shana neg 
o) 完全 性 可 在 无 “经 典 " 软 测 度 、 但 有 唯 _ 的 esas poms 


4. SER DECRE 


gga. RRA SAMS. 随机 测度 . 可 料 特征 的 三 元 组 

1. 在 第 二 章 §1b 和 第 五 章 $3e PRITAM FO AR 

我 们 重 提 这 种 表示 的 要 反 . 

iE H = (Hn, Fn)nzo 为 随机 序列 , ha = AR, (= H,-H,.)) WF n> 1 Mwy, 
而 9 = g(z) BAR RO’ BH, 即 在 零 邻 域 中 等 于 z 和 有 紧 支 集 的 函数 (经 常 运 
用 的 函数 g(z) = zz7(lz| < 1)). 于 是 , 由 于 


Hy = Ho + Y h = Ho + n - o) + Dale) (1) 
k=l k=) 


kel 


故 由 Doob 分 解 和 函数 olh) 的 有 界 性 , 由 (1) 我 们 求 得 


Hna =Ho + >》 Elg(hx) | i] 


k= 


: ; F (2) 
+ Y lolh) — E(g(he)| Jal Dh au) 


(R \ {0}), k 2 1, 以 及 它们 的 补偿 量 


» Aes 
引入 跳 路 测度 Mk(4) = Halle) AE ae (2); 我 们 得 到 


(4) = Ella (hr) | Fax) PUn € Al Fes) 


n < [ 
Hn =Ho + 2. Í g(z wi (dz) pes 


+ > f (z — g(r) (42) 
kel" | 下 列 紧凑 形式 : 
(s) 可 改写 为 


类 似 于 在 第 五 章 Sae 所 作 的 那样 REA (4) 
ke 


dr) - v,(dz)) 


(3) 


Hagevtge! 


" 表示 . 
表示 式 (4) 称 为 序列 H = (Ha 907? 的 典 则 


O — 


LI pep MASRNNUIRERU SENA 


See SS mint 

注意 到 以 下 这 点 是 有 益 的 : 在 Elhx| i 
数 glr) = z, 表示 式 (4) 仍然 成 立 . A-A 面 ， 
的 Doob 分 解 在 这 一 情形 下 有 下 列 形式 : 


H=z»v+r*(p Y) (5) 


n. 现在 我 们 转向 在 连续 时 间 情形 下 ， X H = (Hi, Fehzo 的 典 则 表示 . 
ìt g = g(7) 为 某 个 截断 函数 . 令 


H(g). = Y [AH, - (AH.). (6) 
sgt 


我 们 察觉 , 只 要 对 于 某 个 5 > 0, [AH] > b, 就 有 AH, 一 g(AH。) 40. 又 由 于 对 于 
xà Y (AH, < oo (Peas) 对 于 每 个 上 > 0 BOL (参见 第 三 章 85b 中 的 (24) 和 
(25)), 从 而 其 实在 (6) 中 的 求 和 只 包含 有 限 个 非 零 项 , 以 至 过 程 五 (9) 是 正确 定义 的 
有 界 变 差 过 程 . 

过 程 





a 
oo (k 2 D 的 情形 F, 把 函数 g(z) Ry iy 
这 也 可 表达 为: 序列 = (Hy, 8 


n2 


H(g) = H - H(g) (7) 


有 有 界 跳跃 (AH (g)] < b), 而 这 就 是 说 , 它 是 特殊 半 装 (SIL 三 章 85b), BEAR 
则 分 解 
H(g) = Ho + M(g) + B(g), (8) 
其 中 B(g) = (Belo), 多)t>o WA Bolg) = 0 的 可 料 有 界 变 差 过 程 , 而 MG) = 
(Mig), 多)t>o 为 有 Mo(g) =0 的 局 部 蒜 . 
由 (7) 和 (8) 我 们 求 得 ， 


H = Ho + M(g) + B(g) +) (AH, — g(AH,). (9) 


sS- 


这 个 表示 式 是 表示 式 (2) 的 连续 类 似 . 现在 为 了 由 (9) 得 到 表示 式 (4) 的 类 似 , 我 | 
需要 随机 测度 及 其 补偿 量 的 概念 | 


3. 设 (E, &) 为 某 个 可 测 空间 . 


定义 1. Ry x 上 的 随机 测度 是 指 (R, x FBR.) e£) 上 对 于 任何 ww eni 
足 条 件 jy({0} x E;w) = 0 的 非 负 测度 族 uS 


h= (u(dt,dz;w);u € Q}. 


94 1. 经 典 的 随机 (同时 是 整数 值 的 ) 测度 v 的 泊 松 测度 
ke 上 的 例子 为 如 下 定义 的 


m(A) = Eu(A; w), 


划 (Anno, 使 得 量 (La, * 站 ~ 中 的 





3, xg 
omia 


dee "s 
an Od 


_ 
st m(A) 为 "- 有 限 GE) 测度 
我 们 将 假定 , 对 于 任何 LER, m 4 。 (t 
测度 m(A) < 09, 并 且 随 机 量 BIA, -) BHO o te " 
如 果 对 于 任何 《< R+, 测度 GU mg eel = 
度 如 果 同 时 , m(dt, dz) = dt F(dz), 其 中 下 为 下 AE ^ u KAA 
ai. :那么 j LII TN 
术语 “ 泊 松 ”测度 由 它 的 性 质 解 释 如 下 . 


设 (Ai)iz1 为 R} xE 中 有 m( Ai) < o9 的 两 两 不 | 
s . EN - j 交 的 可 测 集 合 到 
变量 p(Ai), i> 1, 相互 独立 , 而 pA) 为 有 均值 m(4,) 的 泊 松 分 布 小 于 是 随机 


XE RRA Ac oR.) 6 6 


P(A) = 1) = m YT 
(参见 [250; 第 II HH, §1c].) 

在 第 三 章 §5a 中 , 我 们 引入 了 Ry x Q 中 的 子 集 的 两 个 一 代数 o 和 多 ,它们 训 
是 所 谓 可 选 子 集 c- 代 数 和 可 料 子 集 AKO. 

在 运用 Ry x E 上 的 整 值 随 机 测度 时 ， oth = 006 和 P= 8@E RHE 
要 的 作用 , T HERO Re x 0x E 的 可 选 子 集 0- 代 数 和 可 料 子 集 ARA. 

如 果 W = W(tu,z) H Ry x 人 x 上 的 可 选 函 数 ,而 为 随机 测度 , 那么 我 们 
将 以 W x p = ((W + philo), Felipo 表示 如 下 定义 的 随机 过 得 
(10) 


(W * ui) = | Ws, u, z)u(ds, dr; 4), 
(0,t x E 


而 积分 对 FHT w € 2 理解 为 Lebesgue-Stieltjes 积分 ， 并 且 假 定 


[W (s, w, x)lu(ds, dri) < o0, 
(0,t)x£ 


wap 对 于 每 个 可 选 P É 


t» 0 (11) 


定义 .2. pip p ATi (TH) ENIE 
BW = W(t,w,z) 可 选 (可 料 ) 


定义 3. 可 料 测度 p 称 为 


POLI 
AR, x 0x EE 的 多 
Foi, BIETER? 


_ 个 可 积 
每 -Éü G5b) 中 陈述 的 断言 的 直 


; (第 
下 列 定理 是 在 关于 Doob Mayer SHERI T 
the 


NL 

ganar e 
NES ouo c g 9, 而 并 TA 
“在 第 三 章 55a 中 ， 作者 其 实 只 引进 > ant opes 亲 件 保证 了 雪线 的 有 am 


SV o fes pc ate TARTE BEE e 


TRE, 已 经 没有 必要 再 引进 可 选 
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定理 1. kp A Jg 有 限 随机 测度 . 

存在 精确 到 P- 无 区 别 为 唯一 的 所 谓 测 度 1 


下 列 两 个 等 价 条 件 中 的 任何 一 个 : i 
a) E(W 1). = E(W * 1) sg Ri XNE 上 的 非 负 P-TA AR W 5 


p) 对 于 任何 RR x (x E 上 的 非 负 殉 可 测 函 数 W, LAE |W] * 上 为 局 部 可 积 ,过 
42 [W|*v PARTRIA Ws*g-W*v 3 £t. 
证 明 以 及 随机 测度 及 其 补偿 量 的 各 种 性 质 参见 [250; 第 II 章 ] 或 者 [304; 第 3 
章 ]. 
x. 补偿 量 测度 » 的 直观 性 质 之 一 如 下 . 设 集合 Ae d. 于 是 有 Xo = 0 的 过 各 
X= (Xt)tz0 以 及 


的 补偿 重 的 可 料 随机 测度 v, 满足 


X, = p((0, tl x A;w) — v((0,] x A;u), t»0 


458, 与 此 相 联系 的 是 u- v 称 为 (随机 ) SUME. 


例 2. 对 于 在 例 1 中 引入 的 泊 松 随机 测度 /来 说 , 其 补偿 量 v 重合 于 强度 测 
RE m. 


4， 我 们 转向 “多 -可 测 函 数 W = W(t,w,z) SFR p — v 的 随机 积分 
W (p-o BWAS. 


如 果 |W | u e ar. 那么 对 应 于 定理 1, 过程 |W|*v € ot 


+, 并且 于 是 可 自然 地 
按 定义 令 


W*(u—v) -2W*ygu —W xv. (12) 


不 难 确立 ， 这 样 定 义 的 过 程 W * (u 一 v) = (W * (u m vV)r)i»0 具有 下 列 两 个 性 质 
a) 它 是 纯 间断 局 部 鞠 (参见 第 三 章 85b); 
b) X “BEER” 
A(W + (u — v), = We, (13) 
其 中 


W, = [ "to mun x dr; w) 一 ] wo vn x dx; w). 
这 一 竹 质 表 明 下 列 定义 的 自然 性 (比较 (250; 第 I1 章 , §1d), (304; 第 3 章 , 99). 


定义 4. PATON W = W(t,w,z) EFAN u-v gp BUD Ws (A 


理解 为 间断 积分 Ws 
KH. T MS (Xt)izo, 它 使 得 过 程 AX = (AXi) 和 W = (Wi)t>0 


WI «a € 242), 那么 可 取 过 程 Wj W a v PETRA X 


COl 
Oii ae 


然而 , 确保 存在 这 样 的 满足 Ax = w 的 过 程 x 的 条 伯 
W| sve 


为 此 我 们 引 人 某 些 记号 ， 
和 [304] 中 找到 . 
设 


a£. 可 以 


HEAR 于 引进 结果 细节 可 在 上 面 提 到 的 专 革 250) 


alw) = vi{t} x E;w), 


giw, B) = 9 Ha,(w) >0)(1-a,(w)), Beam 
seB l 2 


W,(w) = f W(t,w,z)v((t] x dz;u). 
s | 
我 们 将 假定 , 对 于 任何 有 限 Markov 时 刻 tw), 
f IW (r(u),w,z)|v((r(u)) x dr;w) <œ (P-as), 
E 


并 且 令 ds bd 
(W —-Wy e Ww? 


G(W) = 








=q (14) 


-一 一 一 一 
— 


1 -- IW. -W T 14 A 
定理 2. K P-TA DR W = Witu, r) BA 
G(W) € wx. (15) 
那么 存在 唯一 (精确 到 随机 无 区 别 ) RAKARE UR W- v), BR 
A(W s (p-r) =W. 
推论 . 设 W = 0. 于 是 , 如 果 
E us € the 
1 - WI nae cu 
TARATARA pv 的 随机 积分 Wel (rr 
TW wz)p({t) x dz;w) #5 BUR ERO HEX 
注 . 设 W=0. 那么 RE 
=W’ tp 
we (prh Wee 
5 由 注意 到 下 式 而 得 : 


2 = (W° «ihe 
A s (p. 9) 
W «(a v), We k= Ze y 


ME 
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- 000—809 


由 所 引入 的 等 式 (16), 我 们 显然 得 到 ， sp EXE 


(W «(y - v), W *(u - v = W? x v. 


s. 随机 (同时 是 整 值 ) 测度 的 特殊 情形 是 有 右 连 续 和 带 左 极限 的 轨 线 的 过 程 由 
Si god) H = (He, Filipo 的 跳跃 测度 ; 
p” ((0,t] x Aio) = 》 Ia(AH,(w)), 


0«s&t 


其 中 A € A(R \ {0}). " 
这 样 在 及, x E (E = RV (0) 上 定义 的 随机 测度 上 ”为 多 -o- 有 限 , 因而 , 根据 


上 面 所 陈述 的 定理 , 对 于 测度 uH 可 定义 它 的 补偿 量 v^. 


我 们 再 转向 典 则 分 解 (9). 
借助 随机 跳跃 测度 uH, 在 (9) 的 右 端 中 的 后 一 项 , 可 记 作 下 列 形式 : 


Y [AB, - g(AH;)] = (z — g(2)) * pf. 
在 第 三 章 §5b (第 6 点 ) 中 , 我 们 已 经 注意 到 , 每 个 局 部 甘 可 表示 为 (唯一 的 ) 连 
续 的 和 纯 间断 的 局 部 鞭 之 和 . 因此 , (9) 中 的 局 部 鞭 M (g) 可 表示 为 下 列 形式 : 


M(g) = M(g)o + M(9)? + M(gM, (17) 


其 中 M(g)* 为 连续 成 分 , 而 M(g)? 为 纯 间 断 成 分 . 


ERARE M(9)* 其 实 并 不 依赖 于 g, 并 且 正如 在 第 三 章 85b (第 6 点 ) 中 所 注 
意 到 , 对 它 通常 运用 记号 A. 


至 于 是 纯 间断 局 部 黄 的 纯 间断 成 分 M (g^, 则 它 可 表示 为 下 列 形式 : 
M(9)d = J aa du" — v) (18) 


为 了 确立 这 一 表示 式 成 立 需要 断定 , 首先 是 
| , 首先 是 , 函数 G(g) € ari, 其 次 是 
(18) 左右 端 局 部 著 的 跳跃 相 重 合 . 在 完全 一 般 的 条 件 下 ， 这 在 [oso 8p ILE S26 " 
[304; 第 3 章 , $5] 中 证 明 . 这 里 只 讨论 一 个 特殊 情形 

如 果 和 假定 , v" ((t) x E;w) = 0, 那么 | 


G(g) = 2 5,8 
1+lgl 
和 和 这 个 过 程 的 局 部 可 积 性 由 下 列 事实 得 到 | 


H 
H (2? ^1) vH eant 9 = g(z) Arius T ERE 


从 而 ， 在 所 考察 的 情形 下 ， (18) 中 的 “积分 ” 有 定义 


3. 


iene 


~ AB(g). 其 中 
AB(g9), = | 
"n , v^ (t x dr; 


[250]; 8 11 HE, 2-14). 因此 ,在 vH x Eiu) s 

而 这 就 是 说 , AM(9) = (AH). 但 Age (ut — erra "— ABíg), — 0, 

at at fe MR E s. HOH), ifi, (18) fz 
这 样 ， 由 (9), 并 考虑 (17). (18), 我 们 得 到 下 列表 示 式 . 


X, AM)" = AM(y) = g(AH) 


(19) 


H = Ho + Big) +H +94 (ut — 8) + g(a) ol (20 
i ! 


TRAER H 6873-1) AR. 
把 表示 式 (20) 与 离散 情形 下 的 表示 式 (4) 相 比 较 我 们 看 到 在 外 表 上 , ENG 
先 不 同 于 在 (20) 中 有 连续 成 分 He. 


e. 在 典 则 表示 式 (20) H, 有 两 个 “可 料 ” 成 分 . B(g) 和 v5 ERE H 的 第 三 个 
REALE “ATS” (H°), 它 是 连续 局 部 平方 可 积 闭 H H [可 料 ) 成 分 


定义 5. BA = (H, Fdo AFB. 而 g = g(z) ARTES Ric 
B= B(g), C = {H°}, v = v”. 
编组 
T - (B,C,v) (21) 


称 为 半 鞭 H 的 可 料 特征 的 三 元 组 WO 
强调 以 下 这 点 是 重要 的 : 在 三 元 组 了 中 的 成 分 C 和 me woe 

g g(z) 的 选择 . 但 特征 B 依赖 于 g- 这 时 , 如 果 9 和 9 AP 

数 ,那么 


"sv. 


B(g) - B(g) - (s-9 m 
v B 
7. 我 们 引入 半 靳 的 某 些 可 表达 为 可 料 特征 BC 和 
a) 如 果 H Xo gh, 那么 
(x? A 1) ave foc: 


列 Te» fe j 
uj 存在 Markov 时 刻 序 
即 过 程 (Joxe? A 1)dv) 局 部 可 积 . 换 句 话说 


0 (P-a.a. 
a.s.), 使 得 ef (z? n 1)dv < 99 
(0,t xR ATE 
b) aket 万 yae (HET, REP) 
(à? Alrl) *v € Moc- 
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c) #8 H yppa rb ROLE DUS 


r? *pe€ Bloc: 


性 质 a) 的 证 明基 础 在 于 下 列 事实 : FARA Y (AH, )” < oo (P-as.) ts 0. 


参见 第 三 章 $5b 中 的 注 3. 关于 性 质 b) 和 c) 的 证 明 参见 [250; 第 T1 章 , go] 
d) WH = Ho +N +A RARER H 的 典 则 分 解 , 那么 


H2 Ho +H t X «(n - v) +A. (22) 


搞 句 话说 pde H 来 说 , 在 其 典 则 表示 式 (20) 中 , 可 取 g(z) = x. 
e) RAHEEM 的 可 料 特征 的 三 元 组 (对 于 每 个 9€ R) 与 下 列 有 界 变 差 可 料 
过 程 联系 起 来 : 


: 02 ie 
V(8), = i8B, 一 TC 十 / (e^* — 1 — i8g(z)) v((0, t] x da;w), (23) 


它 称 为 (过 程 H 的 ) 累积 量 ; 比较 第 三 章 Gb. 
设 
G(8) = &(V(60)), (24) 


= E(E(9)) = (£(V(8)))o 为 由 v(8) 所 构造 的 随机 指数 (参见 第 三 章 gsc 中 的 
11): 
EVO) =e [T (1+ AWG), je“ SPM, (25) 
O<sct 
定理 3. 设 AV(0), X —1,t» 0. 那么 下 列 断 言 等 价 : 
1) H 为 有 特征 (B,C,v) X9. 
2) 对 于 任何 0 € R, 过 程 
gie Hi 
GH, !?9 (26) 


A EA. 


(FUER HRY Ita 公式 , 参见 [250; 第 II 3, §2d].) 


f) BE, 下 列 过 程 H = (H 
| = (He 7,)o 构造 最 简单 它 同时 还 是 独立 增生 
TAL JGMSIDIERHET, 对 于 它 来 说 三 元 组 T = (B,C, u) 是 非 随机 的 . 换 句 话说 


B = (Bi)izo, C = (C, t 


wmm E S Pete Foie VO) 不 依赖 于 w, 并 且 如 果 Ave) 4 -1 (© 
连续 性 ), 那么 由 (22) 我 们 得 到 Lévy-Khintchine È 


EN  — "m Marr 
641 
(Ho = 0) 
Eei — pV) 
‘ [ion á 
= exp«1 ? —C, «fi Mr _ 
yt (e l- iBg(z)) v((0. t| x as). (27) 
Br=b-t, Oed, vids) diss) 
以 及 
Eco. = ele) 
ke 
P 0 了 | | 
$0) = ib ge | (-1- iti) vd T 


(除了 vw(0), 以 外 , 函数 %(6) 也 称 为 累积 量 .) 
测度 v = v(dz) 满足 条 件 


v({0}) =0, (z?^1)*v « o, (29) 


并 称 为 Lévy 测度 . (比较 第 三 章 81b.) 
g) 我 们 考察 Lévy 过 程 的 下 列 特殊 情形 ; “ 带 漂移 和 泊 松 跳跃 的 布朗 运动 
更 确切 地 说 , 设 


N: 
H, = mt aW, ) & 
k=1 
其 中 W = (Wi )eso 是 维 纳 过 程 (布朗 运动 ) 6.62 MO iq 
的 独立 同 分 布 随机 变量 ，N = (Noo 为 有 参数 和 > 0 BIER 1 
假定 W, N 和 (£6, €z,- ) 相互 独立 . 
下 列 关系 式 链 容易 导出 典 则 表示 式 , 并 


t 
Ne 
L4. [^ 
H, = mt - oW, + 3,6 - mtt ots | 


= (mex fon) n fuse) 


(30) 


出 此 也 可 求 得 可 料 特征 的 三 元 组 


«f fe- (ens {fre 


=t (m +a oa * 


4 人 "i (z — g(z))dp. 
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由 此 可 见 ， 
Big) =t (m 十 » f airaa) ， 
Ci =0°t, 
dv = Adt F(dz). 


h) 离 数 时 间 随机 序列 H = (Hn, Zn)n>0 可 自然 地 置 人 连续 时 间 模 型 (参见 第 二 
A 81f) 如 果 Hy = Ho 十 E he 其 中 he = AHh, 那么 三 元 组 T= (BO), Cv) 有 下 
| k=l 
列 结构 : 
B(g.- Y, Elg(he)| .多 -中 


1€«k« [t] 
Ct = 0, 
dv((0,t] x A; e) = T P(h, € Al Fk-1), 
1&k«&[t] 
其 中 A € (RV (0)). 


§3b. 扩散 模型 中 的 鞭 测 度 的 构造 . Girsanov 定理 

1. 682b, c 中 有 关 无 套利 机 会 的 充 要 条 件 的 结果 表明 , 对 于 套利 理论 相当 重要 的 
是 能 求 出 等 价 于 原来 概率 测度 的 巩 测 度 或 局 部 鞭 测 度 . 

广泛 流传 的 构造 鞭 测 度 的 方法 之 一 是 基于 Girsanov 定理 及 其 各 种 推广 的 方法 . 


另 一 种 构造 这 种 测度 的 方法 是 基于 长 期 来 在 精算 科学 中 众所周知 的 Escher LAM 
方法 (参见 后 面 的 83c). 


Girsanov 在 其 著名 的 著作 [183] 中 所 给 出 的 Girsanov 定理 的 陈述 已 经 在 第 三 章 
3e 中 引入 . 本 节 中 将 引入 其 证 明 , 考察 某 些 推广 , 并 给 出 适用 于 扩散 过 程 和 It6 过 
程 的 概率 测度 的 绝对 连续 性 和 等 价 性 的 判别 准则 . 


2. 我 们 考察 给 定 在 渗透 概率 空间 (0, 多 , (Fo), P) 上 的 过 程 X = (Xo 4000 
它 是 有 下 列 微分 的 116 过 程 (参见 第 三 章 83d): 


dX, = mu(w)dt + dB,, To = 0, s 
其 中 a= (alw), Fe)tzo 为 某 个 满足 下 列 条 件 的 过 程 : 


P He las(w)lds < >) -1, t>0, (2) 


而 B- (Br, 多 je>o 为 标准 布朗 运动 . 
现在 假设 = (Tlw), 9), 6 为 另 一 个 过 程 ， 并 且 


P ( $ (os(w) — à (w))? ds < x) A (3) 





> Fanka 





— — 
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n Ri 


= 章 83d 中 的 | 
的 (21)), 其 中 
{ 0 (a a,)dB, - i -aas 


HIETJERRER ( 其 局 部 化 时 刻 例 如 为 六 =inf fo. o (à, — a, ds >k}, k 
由 Fatou 引 理 得 到 , 这 个 过 程 为 ( 非 负 ) Hi ipn iam I 
qu : ki 这 是 说 , 根据 Doo 
(参见 第 三 草 §3b), lim Z, (= Zu) 以 概率 | 存在 且 有 限 b 收敛 性 定理 
设 


= (Zu J4)55 (比较 第 


(4) 


EZ = 1. (5) 


(这 等 价 于 假定 族 {Zat > 0} 的 一 致 可 积 性 ) 于 是 在 (0,5) 土 可 定义 新 的 概率 测度 
P, 满足 
dP = Z4,dP. (6) 


定理 1 (I. V. Girsanov, [183]). 下 式 定 义 的 过 程 B = (Bu Filipo X TRUE P A 
标准 布朗 运动 : 
t 
B, = B, -f (a, — as jds, (7) 
0 


并 且 


dX, =%(w)dt + dB. (8) 


证 明 在 第 3 点 中 导出 . 现在 提出 某 些 推论 和 注 记 . 
推论 1. 设 


; (9) 
x - &-A| a,ds, 
0 
其 中 入 Ee R, 并 且 t yf a) fin 
-— a, . 
22 «exp di a,dB, -| e 
^ 4x j 
假定 EZA = 1, #4 dP^ = Zaa. 那么 关于 测度 P， itt X = ov 
朗 运 动 oo ? E^ F^ 4 ZMPr 的 测度 P^, 
T aa, BAAS Ly pp - Pl Fr. 
如 果 EZ» —1 aider $ pes 这 里 Pr= 


过 程 X = (x ss 将 是 时 间 区 间 
刘 ， 

推论 2, 设 r= r(w) 为 有 限 Markov 对 

À 


Eexp (V M 
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C1 


RE X = (Xe)ep0 为 标准 布朗 运动 : 
Xt = Bi — A- (t^ T). 


E. r — n 
4 dP — Dap, 其 中 Zì = exp (2B, - *r). 那么 关于 测度 D, TEIG 


$ 1. 在 第 三 章 83e 中 引 人 的 Girsanov 定理 的 陈述 是 在 0< t+ < 了 和 EZ) -= | 
的 假定 下 给 出 的 . 在 现在 所 考察 的 0 < t < oo 的 情形 下 ， 这 一 结果 被 附加 这 样 的 机 
R: Uo, = 0 Mi = 0 HF t> T A. 


i 2. 性 质 (11) 满足 的 已 知 充分 条 件 为 (参见 例如 [288], [303], [402]): 
Ee!" < co (“Novikov HAF”) (12) 


和 
sup EeBr < oo ("Kazamaki 条 件 ”). (13) 
t20 


由 于 supEcP*^ < (Ee?7y?, 故 条 件 (13) 弱 于 条 件 (12). 
tzü 


如 果 定 义 7 = inf{t: B, = 1), 那么 将 有 ET = oo, 以 及 更 有 Eet” = oo. 这 样 一 
来 , 这 里 的 条 件 (12) 不 满足 . 然而 , 条 件 (13) 满足 , 并 且 对 于 这 个 时 刻 : 


E exp (s. 一 57) E 


在 所 考察 的 停 时 7 关于 由 布朗 运动 生成 的 流 (25),>o 为 Markov 时 刻 的 情形 
下 , 条 件 (12) 和 (13) 可 减弱 . 


定理 2 ((282]). 设 p = p(t) 为 满足 下 列 条 件 的 非 负 可 测 函 数 : 


lim (B, — w(t)) =+00 (P-a.s.), (14) 
Hr ART (FP) 的 Markov Ba). 
条 件 
1 
dim, sup Ee [S^ - etr o) < oo (15) 
或 者 条 件 
1 
rA me Eexp (iv — e(r ^ a) < oo (16) 
中 的 任何 一 个 是 满足 等 式 
Eexp (B, T zl Sys (17) 


的 充分 条 件 , 这 里 mv 


为 使 
PELES "PO «o « N) =1 的 (关于 (gp), 的 ) Markov P 
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注 3. 在 (10) 中 所 定义 的 过 程 ZX _ >， 
和 “Kazamaki 条 件 ”陈述 为 下 列 形式 ， ”情形 下 ,对 应 的 nie gie 

Ee A * es | 
exp | 5 J dds} <x i 
À oo 

Eom {3 f odB, | <x (a 
关于 证 明 以 及 对 形 为 | 
21 = 加 已- 所 本] (9n 
的 过 程 Z-(Z)»o 的 推广 参见 pss. 1303 和 402). 这 里 L = (L,),., 为 连续 局 部 


& (诸如 过 程 D, = fy a(w)dB,, t> 0). 


3. Girsanov 定理 的 证 明 . 正如 在 高 获 时 间 情 形 下 部 样 (参见 第 五 章 63b| cm 
验证 , 对 于 满足 0< 8 <t hjt ROER (Pas) & 


5 5 | -Cr 
Es |^ B,) Hg, | — D (t-a (21) 


为 此 , id a, = à, — 4s. B. = B,- f; ands. 
Z, = exp (| a,dB, — ;| os 
(参见 (7) 和 (10)). 


根据 “Bayes 公式 ”( 参 见 第 五 章 Sa), 


Es ers |] = 5Ep| 


因而 需要 指出 , (22) 的 右 端 等 于 dy 
为 简单 起 见 , 我 们 考察 s = 0 HITE. 
B U = e08., 于 是 根据 o 公式 (088 99 我 们 求 得 


人 
RS 
d(Z,U:) = ZU (a + i8)d B ZU 2 
à | w^ 
ZU -1* [ Z.U, (a, 4B — F Ja 
0 


= ,对 于 belie 
由 此 利用 类似 与 在 Levy 定理 证 明 中 所 运用 的 


e I Ep Z,U,d* 
EpZile 7 773 Jo 
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oca —— = - — TINI 
et ML ME. 
并 由 此 我 们 断定 pi 假定 
vr nil ~ Te EV - 5- -F 9 ISO) =] 

a (21) 用 关公 的 方式 来 验证 它 也 天 T PERRI © = (Ba 于 是 定义 过 程 2 = (Zier 为 as 
标准 布朗 运动 . 关系 式 (8) 由 (1) 和 (7) 来 得 到 

定理 得 证 . Z -— exp (^ i a,(w)dB. 3 Ji d i 

4. 这 样 , 如 果 按 测度 P 过 程 有 了 微分 AX, = et()dt + Bu, 那么 按 (6) 中 定义 定理 3. 如 果 E27 1 mz | as 
的 测度 P. 这 个 过 程 有 微分 dX = au (o)dt + dB, 其 中 B = (Boo 是 按 测 度 P 的 布 Uc mA 
朗 运 动 . d » T PUN] 

注意 到 以 下 这 点 是 重要 的 : 如 果 所 有 讨论 仅 对 时 间 区 间 (0, T] 来 进行 , 其 中 了 » ms 

VA /X. 


可 能 是 Markov 时 刻 , 那么 取代 条 件 EZ. = 1 的 应 该 是 只 要 求 满足 条 件 E27 =), 


dup : į 
—-(X(w))=E = |i | 
du” (X(w)) (= | / a,(w)dX, + 3i aya s7) (w), (26) 


I 
J 


jt 4. 在 Girsanov EH PR a, = 0, BI 
t 


B, = B, «f a,ds 其 中 £X = a(w: X,(w),s € T). 
0 


证 明 . 4 (比较 (6)) dPr = ZrdPr 来 定义 测度 P, 其 中 P. - pix. mE 


和 | 
t |] pt Girsanov 定理 , 过 程 X = (Xijicr 关于 测度 Pr 为 布朗 运动 . 因而 
a -el- f a,dB, — al olds} 
0 0 pP(A) = Pri X € Á) =j Zrlo)P{da) 
{w: X(w)&A) 


于 是 , 如 果 EZr = 1, 那么 按 满足 dPr= Zrdp 的 测度 Pr, 过 程 
f —— E[Zr| FF oP) 

X, = B, «T a,ds pr x 
0 = E (La(X(w))-E(Zr| FF I). " 


设 brl) Jy 入- 可 测 函 数 , 满足 [Zr | FF |e) = Ori A). 于 是 由 (27) 根据 
Lebesgue 积分 号 下 变量 替换 公式 (参见 例如 , (439; 88 UH $), 有 


ug (A) = y &r(X(z))P(à2) = j gr (re (ds) 
{w: X(w)eA] 


而 这 就 是 说 , .8 < uX. 这 时 ， 


重合 于 B., 并 且 是 布朗 运动 (比较 第 五 章 §3b), BVE dL Bh. 这 就 说 明了 为 什么 测度 
P 在 所 考察 的 情形 下 , 通常 称 为 An 测度 


5. ZX HAWA (1) 的 156 过程 而 uX = Law(X | P) 为 这 一 过 程 X = (Xi)i>0 
在 连续 函数 的 (渗透 ) 空间 (CE, ( 僻 ) PENES. 
Girsanov 定理 看 来 是 研究 下 列 问题 的 适当 的 工具 : 什么 条 件 下 测度 X 的 局 限 


ur = UY Ce 对 于 测度 up = u? | €, 来 说 是 绝对 连 
t 连续 的 、 等 价 的 或 者 是 奇异 的 ? p (28) 
situs o DAREMNE (第 三 章 ias), 因而 , 它 涉及 过 程 x 的 测度 v 关 re ay ier 
e ETRIE 在 uX uh 或 者 uP < pt 的 情形 下 , 有 意义 的 是 M S 
| | : 
NORIS Todos Nüodyis aU "m 和 m 的 “ 显 式 "， due (x(w) = E[Zr| Fr Ile): e 
这 些 问 题 在 Yo 过 程 的 情形 下 在 专著 | duj 0) = 1, ft Pr < Pr | 
(303; 第 7 Be) cB DL e fe e he E FE [290 由 于 Pr(Zr() > 
第 WV 章 | (通过 引入 Helli rev 现在 确立 uX < p2. 为 此 我 们 察觉 
linger 距离 和 Hellinger 过 程 )》 中 有 足够 详细 的 研究 . 因此 i e HT 而 


这 里 只 限于 某 些 结果 . 


l H 
我 们 将 考察 时 间 区 间 [0, T]. ae) = Zp W) 
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因此 ， 


py 
uX (A) = Pr(X(w) € A) = Eg, UAX W) ) 


- Ep, (Ia(X(w)Es, (Zr 197) (w)) 


= Prip? (dx), (31) 
其 中 rlz) 为 Er- ITE PR, 满足 Ep, (Zr | Fr w) i bri X (w)). 
由 (31) WERE, p < wh 以 及 
X ; 
dH (x (w)) = Es, [Zr | Fp | (w). (32) 


du? 
6， 我 们 转向 It6 WRX 为 扩散 型 过 程 的 特殊 情形 ， 即 在 (1) PH alw) = 
A(t, X(w)), 其 中 4(tz) 为 不 可 预见 泛 图 (A(t, 2) XT (tz) WTW, 且 对 于 每 个 上 泛 
BS 4(t,z) 关于 r 为 GM). 


当 
dX, = A(t, X)dt + dB, (33) 
的 情形 下 , 由 定理 3 导出 下 列 结果 . 
定理 4. 设 E 
P (/ A?(t, X)dt < zo) =1, (34) 
0 
以 及 
T l P y 
E exp =} A(t, X)dB, 一 i] A 2 = ], (35) 
或 者 等 价 的 
T T 
Eexp (- [ A(t, X)aX, + ; | X) = 1. (36) 
Me ul ~ ud 
du? T 
aux Vo = exp (- | A(t, X)dX, + ; f ^c) (37) 
0 
vA. 
u7 
aug 0 = 0 ( ew [f A(t, X)dX, -z sf A(t, x). (38) 
5. 如 果 
10) RAS PCM RHE EZ = 1, 那么 可 以 证 明 (参见 (gos, EH 


P rji AŻ 
( 0 (34 <o) -12 it « 2B, (39) 





^ SC T 
6A 


以 及 
P / A^ (i 
Jo | X jdt a % | - 1 
I 
P A? - uj ^« ug 
0 (t, B)dt < x | úa (40) 


7， 定 理 3 和 定理 4 的 比较 表明 , 如 Dy 
Nikodym 导数 有 “ 显 式 " 公式 (37) 和 (38), 那 
(26)) 提出 了 条 件数 学 期 望 E( | FX r) 的 计算 
程 情形 下 对 于 Radon-Nikodym 导数 的 ， ^ st» 
取 条 件数 学 期 望 的 运算 带 到 积分 号 下 


定理 5. 设 X HAMS (1) Hit, 其 中 


扩散 型 过 程 的 情形 F, HF Radon. 
么 对 于 tò 过 程 MIS O67 Ax sl. 
下 列 有 独立 f x (4 结果 在 求 得 Tu 过 
公式 是 有 用 的 , 因为 它 可 把 (26) 中 的 


T 
| Elas(w)lds < oc. (41) 
ik A(t,x) 为 不 可 预见 泛 画 , 满足 
A(t, X(w)) = Elu | E, )(u). (42) 


那么 有 
B,=X.- | A(s, X (u))ds (43) 
ü 


Qi B = (Boier 是 (XT (Fë her) 的 布 期 运动 


如 果 除 了 (41) 以 外 , 有 
T (44) 
2(. ds < oo = i, 
«(I a‘, (w) | 


J (45) 
E exp (- | J sab, n JE ‘i 
那么 uX w 
up ~ ue, ; (48) 
»([ emen] 
(47) 
ef A* (t, B pa <w) =! 
PUN, (48) 


1 [7 ais Byds > 
x à: dB, — 5 Alo | 
tut a «en | A(s, B) d 
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T 
T , | 2 r 
dF (x | = exp (/ A(s, X)dX, 一 J A 22) (49) 


dpe 


zi (如 果 RP E: FX, t 20, 那么 B 就 称 为 X y 


+ B 二 (Bor 为 布朗 运 — E 
过 程 B = (Biker 公式 (第 三 章 83d) 应 用 于 eM" (£2 8 A eR) 


新 过 程 ) 的 证 明 容 易 由 半 鞠 的 Itó 
来 得 到 . 事实 上 ， 


t +A -3 
ei Be-B,) x: ea f ei\(Bu- PB, 
十 认 / * ei(Bu~Bs) fay (w) — A(u, X (u))]du 
2 t ide a 
a zl eM P7 Ba) qu. (50) 
E] 


由 于 "oso 
E( | ea. Bap, | FX ) = 0, 


以 及 
E | f P-B (auli) = Afu X Cu | 2 | 


DE n eB«-BJE (a, (w) — Alu, X (w)) | £X) du | ix = 0, 


8 


故 由 {50) 我 们 求 得 (P-a.s.) 
aa i wy 
E(e'(B1- B.) | Fx) m ~ | E (gu se LFX) du, 
因而 (P-a.s.) 
E (ee) | FX) = e (t-a) O<skt, (51) 


而 这 就 是 说 , B 是 布朗 运动 过 程 . ( 轨 线 (Ber 的 连续 性 由 (43) 得 到 .) 
为 了 证 明 余 下 的 断言 , 只 需 察觉 到 


并 运用 定理 3 和 定理 4 的 断言 . 


8. 定理 1-5 都 可 推广 到 (1), (33) 中 的 单个 扩散 系数 取代 为 依赖 于 和 “过 去 
È X, (s « t) 的 多 维 过 程 x 的 情形 (详情 参见 [303; 第 7 章 ]). 

我 们 引入 这 一 方向 上 的 下 列 结果 . 

BX =(Xi her 是 下 列 类 型 的 扩散 过 程 ， 


4X, = a(t, X)dt + (t, X)aB, e 


DH te, 3. X* 
we — — Pha 


yof alt, x) 和 A(t, 2) 为 不 可 预见 泛 函 FH at j 
ALT >t Ù š 
n EAE LT FANEY 
Í Hls, X)qp, 


1<T, UB fo la(s, X)do < oc (P-a), 
B aro) IERTE, 满足 mic X)lds < as (p 
i | € œ (Pas] 以 及 
全 (2820 dà G(s, X) 2 
0 - Hex) TO (53) 
今 


t ~ 
Ni. z 
n=] | EC ; 
0 B(s, X) 2 Jp B(s, X) ds. — (54) 


于 是 , 如 果 EZr = 1, 那么 关于 有 dPy = ZrdPr 的 测度 Pr, 过 程 xX 将 是 有 下 
列 微分 的 扩散 型 过 程 


dX, = A(t, X)dt + B(t, X)dB,, (55) 
其 中 B 为 (关于 测度 Pr) 的 布朗 运动 
pi. iX X,= emt+oBy 于 是 
dX, = Xt (m+) a+ oat (56) 


即 a(t, X) = (m rt =) X,, Blt, X) = eX, 4 alt, X) =0. fi (64), 


SE ch 


并 且 关 于 有 dP, = Zrd 的 测度 Pr, ME X = ier 有 随机 向 分 


dX, = c X, dB. 


- 运动 (参见 第 三 章 
换 名 话说 关于 测度 记过 程 X= ir OP" pa 


§3a); ED (58) 
Xt -ep {oR 2 
Esscher 变换 
883c. Lévy x po p tp ions 和 a x) 的 关于 原来 的 测度 Pr 
l. 如 果 X = (Xi)ier 是 有 局 部 特征 a(t X) | 定理 指出 新 测度 p, 的 明显 构造 ， 


hr vog sgg (参见 82c 中 的 (62)) BA 








— 


m 


ie 
ee 
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Lo o ERREUR o B eio 


) 局 部 特征 a(t, X) 和 A(t, X). 如果 这 时 a(t, X) = 0, 


: 且 关 于 该 测度 , 过 程 六 有 (新 | P 
并 且 关 于 该 测度 , ERE X H ( 联系 的 是 该 测度 Pr BOR aug 


那么 过 程 X 变 为 关于 测度 Pr 的 局 部 鞠 ; 与 此 相 
测度 . Meo" 
该 测度 的 构造 本 身 按 照 下 列 公式 来 实施 : 


dPr = ZrdPr, (1) 


其 中 Zr 由 上 节 的 表达 式 (54) 所 给 出 . 
EF Esscher 恋 换 的 构造 新 测度 的 方法 本 质 上 出 于 同样 的 思想 ， 但 是 只 考察 有 


站 立 增 重 的 过 程 来 作为 原来 的 过 程 X = {Xi)g7 (特别 是 , 由 独立 随机 变量 之 和 所 形 
成 的 过 程 ). 

2， 我 们 记得 , 我 们 已 经 在 第 五 章 goa (特别 是 参见 第 2 点 中 的 注 ) 中 过 到 过 
psscher 变换 及 其 推广 (“条 件 Escher 变换 "). 再 注意 到 下 列 这 点 是 有 益 的 : 正如 构 
y “风险 中 性 " 概率 测度 的 方法 那样 , 原 测度 Pr 通过 Esscher 变换 变 为 测度 Pr, 同 
样 是 “无 利 可 图 事件 赋 以 大 权重 ", 而 “有利 可 图 事件 赋 以 小 权重 "; 这 种 方法 在 精算 
业 中 早 在 1933 年 PF. Esscher 发 表 论 文 [144] 的 时 代 就 已 知 . 

例如 , 在 保险 公司 的 “寿险 ” 保费 的 计算 中 , 不 是 由 (以 很 大 的 精度 已 知 的 ) 寿命 
分 布 Pr (“第 二 种 死亡 率 表 ”) 来 计算 的 , 并 且 它 也 有 在 有 利 事 件 和 不 利 事件 之 间 重 
新 配置 “权重 "的 引 人 注 目的 性 质 . 


3. 在 进 人 一 般 情 形 下 的 Esscher 变换 的 讨论 以 前 , 我 们 先 考察 下 列 简单 例子 ( 比 
较 第 五 章 §2d), 它 很 好 地 说 明了 这 种 变换 的 实质 . 

WX 为 有 Laplace 变换 $(A) = Eexx < oo (和 € R) 的 实 随机 变量 , 而 P = P(dz) 
为 它 在 (R, Z(R)) 上 的 概率 分 布 . 

我 们 引 人 由 Esscher 变 搁 定义 的 概率 测度 族 PO a R: 








pía) (dz) = gi ^42. (2) 
如 果 令 

a ^ 

那么 我 们 看 到 , Zt) > o, EZ()(X) = 1, 测度 PO ~ p 以 及 
PY (dz) = Z (z)P(uz), 的 

同样 明显 的 是 ， 
Qo (A) = Eg e?X = LA aal 一 (a + A) (5) 
(a) (a) ' 


-一 
- 853. 
由 此 得 到 
Jala 
Epi X = ORDA) 3 V/(a) 
A=p (a) 


ar 
在 第 五 章 $2d 中 已 经 指出 , 如 果 随机 未 (6) 


AE x di 
gps (a) ERDA a LAIMA yen eo? 
因此 , 关于 测度 = PO 的 数学 期 齐 cy MA OG) = 
中 性 ”概率 测度 . d 
性 质 EX = 0 也 可 看 作 “一 步 " 概率 ege scu. 
测度 . CERAT 的 另 一 个 名 称 : 名 


4. 现在 设 X = (Xiher 是 有 下 列 特征 函数 的 Lévy ; 
evy 过 参 £4. 
81b 中 的 (27)) R (参见 第 三 章 3a 和 


= WO) 


其 中 累积 量 
pi - is 
(0) = 106 — z+/ “一 一 ifg(z)) v(dz), (8) 


以 及 g(z) 为 截断 函数 (例如 , g(x) = zI(|z| < 1). 
由 公式 (7) 和 (8), 形式 上 令 8 = -0, 我 们 求 得 


Ee * = SU (9) 


其 中 ao] 
= ba et | (e -1- Mz) v(dz). (10) 
plà) = M4 e+ 人 人 g 


严格 证 明 Laplace 变换 的 表示 式 (9)- (10) 的 最 简单 的 方式 基于 下 列 注 让: 有 
z^ = exp{ÀX: 一 to(A)] (11) 
的 过 程 
gO = (Zoo 


| 有 限 ) 

IB. (EBA Ha ed ho 公式 直接 得 到 . 这 时 ， MEN ERE 
类 似 于 (2), 我 们 对 于 每 个 c R 引入 概率 测度 7 ， 

XA. 2) 


apt? 三 (adPT， 为 有 局 部 特征 (b, c, v) 
其 中 p (0, Fr) 上 的 概率 测度 , 关于 它 , 过程 

Dis 
vy 过 程 . = (Xie 也 是 有 Laplace EH 


定理 1. 关于 测度 PL， a c RU : (13) 


ep?) 


(Xi)ieT 


MG ne 
Epc) € 
T 





O A Á 


— 
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oo 








的 Lévy 过 程 , 其 中 
evy p 94) = pla A) - pla). (14) 


证 明 由 “Bayes 公式 "(第 五 章 §3d) 导出 ; 根据 后 者 , (PF -a.s.) 有 
i gia) 
Xa) St 


A(X- 
Epio Ca =X.) |) = E pte) ( ) s.) 
T 
e, ENE: e(a)(t—4) | #,) 


1 Eel tA) (X-X) -pla -4) 





= plolata)—velae~s) | 


由 此 可 见 关于 由 Esscher 变换 (12) 定义 的 测度 PE, 过程 X = (Xi)igr 也 是 有 公 
式 (13) 和 (14) 给 定 的 Laplace 变换 的 Lévy 过 程 . (比较 83b 中 的 Girsanov 定理 ,} 

定理 2. 关于 测度 pio, a € R, il$ X = (Xi)ieT 的 局 部 特征 (b), cla), yla) 根 
据 下 列 公 式 按 局 部 特征 (bic v) 来 确定 (g(z) ARB BH): 


b —b+ac+ [ oe" - Dv(dz), (15) 


c = c, (16) 
v (9) (dz) t e** v(dz). (17) 


证 明 . 由 定理 1, 按 测度 PY), 过程 X 为 Lévy 过 程 , B 
2 
e (A) = ABO) + e * / (eò — 1 — Ag(z)) VC? (dz). (18) 
R 


考虑 到 p19)( 和 ) = pla + A) — e(), A € R, 由 (18) 和 (10) 直接 得 到 “联系 公式 
(15)-(17). 


5. BX = (Xejtsr (关于 测度 Pr) 为 Lévy 过 程 ， 作 为 半 鞭 ,这 个 过 程 有 (一 
最 来 说 不 唯一 的 ) 典 则 分 解 X = M + A, 其 中 M 为 局 部 鞠 , 而 A 为 有 界 变 差 过 程 
我 们 现在 将 把 问题 理解 为 如 下 : 在 局 部 特征 (b.c, v) 怎样 的 条 件 下 过 程 X AUR 
(关于 测度 Pr). 

X ARR, WATE 说 , 必定 
TAA. B EA TT Job ke e, 这 就 是 说 
(x? ^|z|) «v € foc (18) 

(BR $3a 中 的 (20)). 

设 X ARE RY R 


X=N+4 (20) 





DOE 3. MIT 


R= B+ Xt gay A 


为 其 典 则 分 解 , (由 (19) 它 可 改写 为 下 列 形式 


X-B-X +g» 


=g)» 
E (21) 


( -9)*(z- «(ui 
比较 (20) 和 (22), 我 们 求 得 


(z — g) « v. (22) 
A = B (r -9)sy, 
因而 可 以 断定 有 可 料 特征 三 元 组 (B.C v) Hew X 为 局 部 猴 当 日 仅 当 


B+ (z—g)*«v=0. 


(24) 
由 此 得 到 , 有 局 部 特征 三 元 组 (bc, v) 的 Lévy EX HARER 

J (z? ^ |z|)v(dz) < oc (25) 

(参见 $3a 中 的 (20)), 以 及 同样 , HARREN 
TO v(dr) — 0. (26) 

b+ [te gfzjjzfaz) 

如 果 g(x) = zI(|z{ < 1), 那么 条 件 (26) 取 下 列 形式 : 

(27) 


b+ / rv(dz) =0. 
jz|>1 


26) 不 满足 ， 在 这 一 情形 下 , 借助 于 
) 是 有 用 的 . 由 于 “新 的 ” RICE 
(a), 我 们 断定 , 关于 测度 pr 


当然 , 也 有 可 能 , 关于 原来 的 测度 P 条 件 @ 
上 面 的 Esscher 变换 的 构造 , 把 它 转换 为 测度 Pr 
(bl®) cla) (a) 由 公式 (15)-(17) 来 定义 ， 故 由 (25) 和 
Lévy 过 程 为 局 部 款 当 且 仅 当 


(28) 
j (z? ^ |z] ye**v(dz) < 2e 
= = 0, (29) 
b+ac+ | rv(dr) + f. z(e** ~ do) ui 
e" pipe ad UR 参数 v> 0 


ak 
例 1. i x, = B, +kNe IP B ger, SR X= Oder 


于 测度 po yo past. 








O 
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把 X, 表示 为 
X, — (m+kv)t+oBt+ k(N, - vt), (3 
我 们 看 到 , 如 果 
m 4- kv = 0, (a 
这 个 过 程 将 显然 关 FERWER. 


现在 设 m + kv #0. 在 所 考察 的 情形 下 , 过 程 (kNi)t>o TI BUR. k, Lévy ay 
BE v(dz) = v - Ig (42), ks 
pe^ ^^ = "C -1) (30) 


以 及 过 程 X 的 局 部 特征 上 和 c (对 于 截断 函数 9(z) = zI(iz] < 月) 有 这 样 的 形式 ; 


b=m+ kv 
cz c. 


由 (29) 我 们 对 于 a 求 得 下 列 方程 (由 于 选择 函数 g(z) = zI(Iz| < k) 为 截断 函 
数 , 关于 集合 {z: |z| > 1) 的 积分 应 该 替换 为 关于 {z: > > k} 的 积分 ): 


(m + kv) 十 ag? + vk(e** — 1) = 0. (33) 


如 果 o? 4 0, 那么 存在 该 方程 的 根 , 设 为 a, 因而 关于 测度 PP, 过 程 X 变 为 对 
如 果 o? = 0, BAR a 必须 由 下 列 方程 来 求 得 


ak m 
= 34 
e kp’ (34) 


由 此 可 见 , 为 使 根 存在 , 值 m 必须 不 等 于 零 , 并 且 m 和 大 必须 异 号 . 


is 我 们 现在 将 假定 , 价格 过 程 5 = (Ser 由 某 个 Lévy 过 程 X = (Xeer 


B, = e^t, (35) 


下 面 考察 的 问题 对 于 无 套利 机 会 问题 的 讨论 很 重要 ; 这 一 问题 在 于 ; 过 程 5 对 
于 原来 的 测度 Pr 或 者 关于 某 个 借助 于 Esscher 变换 来 构造 的 测度 Pío Jee 
正如 在 第 3 点 中 那样 , 我 们 从 某 个 简单 例子 的 讨论 开始 
设 X 为 实 值 随机 变量 , (a) = Eeex，( 假 定 , (a) < oo, a c R) 于 是 很 明显 ,如 
果 90) = 1, 那么 随机 变量 5 = ex 具有 (关于 原来 测度 的 ) m" ES = 1 


如 果 (1) A 1, 那么 可 尝试 求 出 元 使 得 i Po 
将 满足 “ 扶 性 质 ” Rl ü, 关于 借助 变换 (2) 来 构建 的 测度 “7 


由 于 


(041)X 
Ea) = E P(a +1 36) 
pie) a = "or ) ; ( 


EL. 一 一 一 一 一 Mina 


— 
— 657 


gei a DE FADI fem. — 


$la+l)- ha) -0 


如 果 X 是 有 参数 m 和 o? 的 正太 PME R ues (37) 
i WA HF 
$(a) = EeaX = pam tes)? 
由 (27) 我 们 求 得 (38) 
i-i. 
2 0 (39) 


现在 我 们 转向 (35) 中 定义 的 过 程 — (s, 
2 = (5tjtcr. A A. ' d 
TERNS, 这 个 过 程 关于 原来 的 测度 p 为 ET” UN, RIME, 在 


定理 3. 为 使 过 程 9 = eX 关于 测度 Py AR ED (又 必要 的 ) 条 件 为 


e*v(dz) < o 
E (40) 


] 
b+ aee -1- gun) vv t. (41) 


证 明 . 条 件 (40) 与 条 件 (z? ^1) «v < oo 一 起 确保 积分 (e -1 - oir) ev 的 有 
限 性 . 
显然 ， 
E(eX~X» |$) = Ee = gow, 


其 中 o0) 在 (10) PEX, 它 恰好 就 是 (41) 的 左 端 中 的 表达 式 , 因此 ， 


E(e** 更) = 


它 也 证 明了 过 程 S 二 ex 的 黄 性 质 (条 件 (40) AAD) 的 必要 性 在 (250; 98 X 章 52a) 


中 指出 ,) 
7. 设 条 件 (41) 不 满足 . 根据 定理 1 
s qi norte 


E, (P197 
T 


(42) 
因此 , 很 明显 , 如 果 二 为 下 列 方程 的 和 us) 
g(a +1) 7 g(a) 7 9 


那么 关于 测度 PO, 过 程 S = (9007 a 
由 (43) 并 考虑 (18), ECE 








«rx “随机 人 金融 模型 中 的 套利 理论 , 连续 时 间 
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定理 4 设 工 满足 
et (e? -1)- g(r))*v < oo 
fe ~ 
b+ (è + ;) ct (e™*(e* -1)- g(z)) * p = 0. (44) 


那 女 关于 测度 PO 过 程 9 = (Sher AK 
例 2. dS = eX, 其 中 过 程 X = (Xe)t>o 在 例 FEX. 在 这 一 情形 下 , bg 
(44) 取 这 样 的 形式 : 


(m + z) +ag? +v [e**(e* - 1)] = 0. (45) 


如 果 o = 0, k £0, 那么 (45) 转换 为 方程 


ak .. mn 
e = "n(e-1) (46) 
"mz0,Hük*) m FSH, 它 显 然 有 解 . 
wR k — 0 那么 
S, = ette Bi (47) 
是 标准 几何 布朗 运动 模型 (第 三 章 $4b). 根据 It6 公式 ， 
c? 
dS, = S, ((m-+ F) dt 十 zB, ) ; (48) 
由 (45) 或 由 (39), 我 们 求 得 , a — -5 -A 
(à E 
Zp = exp | —(% +2) r). 
由 于 
Eja; e? = exp | [一 人 二 xj r 
故我 们 看 到 ， 
Law(X,|P@) — py (Zt ot 49 
wX PP) =o ( Pu (49) 


换 句 话说 , 关于 测度 PP, 过 程 (Xi)ier 有 与 过 程 (ow, 一 ar 同样 的 分 


布 , 其 中 W = (Wher 为 标准 维 纳 过 程 | in ud 
变 为 标准 几何 布朗 运动 过 程 (比较 $3b 末 的 例子 ), 而 过 程 s = (Si) 


ll 


et 
659 . 


的 ， 而 过 程 X, = mt + o B, 既是 扩散 过 程 


o- ot cher AP Lu or 
xk. 关于 Esscher 到 换 及 其 对 期 权 定价 的 应 用 参见 下 U 0 
177), [178]. ne Ei 


gad. URS B HE ATA AISI ey 


L 这 节 与 下 节 献 给 求 出 使 得 半 娄 价格 8 _ (s 

S mr = (Seez 为 (ETA y 
UE P « P 的 ) BAUERA TAADA (c Peli P Rak 
元 组 性 质 的 判别 准则 ) 比较 对 于 离散 时 间 情形 下 的 第 部 中 的 sa 下 

我 们 从 下 列 注 记 开始 : 对 于 不 同 的 问题 所 考察 的 价格 用 不 同 的 去 
用 的 

WR 5 = (5S, 多,):zo WER, 那么 根据 定义 


示 式 看 来 是 有 


Si = So +a, +m, (1) 


其 中 a= (ar, Fe)e>o 为 有 界 变 差 过 程 ， 而 m= (mi, Fizo Ape. 这 一 分 解 不 是 
唯一 的 . 例如 , 如 果 5 = (Sizo 为 标准 泊 松 过 程 (So = 0, ES, = At), 那么 在 关系 式 
(1) 中 既 可 取 a, = Se, m, = 0, 又 可 取 ay = At, m = S, - At. 

分 解 式 (1) 有 “加 法 ”特征 . 但 如 果 假 定 S = (SjJji>o 为 特殊 正 半 蒜 , (1) 是 它 的 
有 可 料 过 程 a = (arheo 的 分 解 , 那么 在 Se- + Ane #0 的 补充 假定 下 , 对 于 SAR 
法 分 解 


S, = Sog (à). (Me, (2) 
其 中 
Elgh = esti h II (1 1 Ag)e ^* 
DO<sxt 
为 随机 指数 , 以 及 过 程 5= (à) A M = (90 由 下 列 公式 来 确定 : 
(4) 


d, = ^ m, a= f Su- + Adu 
. 8 2 3€ 85]. 
应 用 Tto 公式 , 容易 断定 公式 (2) MOE: ps irae gat 中 的 (18)) “FE 
在 (2) 中 的 两 个 随机 指数 的 乘积 可 用 Yor (FR 
Bo 为 一 个 随机 指数 $ 
gahs (tie = FUP 


其 中 (6) 
fli =% * f + [i fale 


(8) 


i 





| See 
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scu 总 机 金融 模型 中 的 套利 理论 . 连续 时 间 
— a 


以 及 yu 
[om] = Y, AA 2 
ÜUcs&t |] 
因此 , 对 于 S = (S20 我 们 得 到 下 列表 示 式 : 
S, = So (A)e, 


CARES BREEN” 时 十 分 有 用 , 因为 随机 指数 6 (H) ERRAN gy 


当 B 为 局 部 鞠 . 
前 面 (第 二 章 Gla) 已 经 注意 到 ， 从 随机 分 析 的 视角 来 看 ， 更 有 用 的 不 是 表示 趟 


(8), 而 是 按照 “ 复 利 公式 " 的 表示 式 : 
St = Soe”, (9 


其 中 H = (Ho EATER. 正 是 这 个 表示 式 (9) 通常 在 金融 数学 中 当 作 起 点 . 由 
(9) 转换 为 (8) 是 按 下 列 公式 来 实现 的 : 


A, = H+ ; (9) + 》 (eS -1- AH,), (10) 


0cs«t 
它 的 “微分 -差分 ”形式 可 记 为 下 列 形 式 : 
dH, = dH, 4- 5d) 二 (esi — 1— AH). (11) 
为 证 明 公式 (10), 我 们 察觉, 把 Ito 公式 应 用 于 f(H) = e”, 
dS, = St- |dH, + 5d?) + (e$: - 1— AH.) : (12) 
为 一 方面 , 由 (8) 和 随机 指数 的 性 质 ， 
d$, = S, d. (19) 
比较 (12) 和 (13), 就 导 得 公式 (10). 


注 1. 在 公式 (10) 中 的 无 限 和 绝对 收敛 (P. ; 个 H 只 存在 
有 限 个 时 刻 8 « t. 满足 ( a.8.), 因为 对 于 每 | E 


1 
JAH,| > 和 2; (6n < 00 
参见 第 三 章 85b). 同 理 , 在 随机 指数 的 定义 (3) 中 的 无 限 乘 积 也 绝对 收敛 . 
2. 设 H AER 


H=H 
a (cs) T 





li iln 
lee. iss 
为 其 典 则 表示 式 (关于 某 个 截断 西数 g = yir) ee eee 


为 其 补偿 量 ; 参见 $3a). pu AH 的 跷 路 测度 以 及 y — yH 
由 (10) 和 (14), 我 们 得 到 对 于 ĝ CRIT 

e 1 : 

me H+ Ys (ee I~ a) ey 


= Ho 4 B+ 1 c 
+ 307) + g (u-v) 


*G-o)sue(e 1.3, 


为 变换 (15) 575380, 我 们 利用 下 面 这 点 ; 如 果 yyy 
并 且 这 时 (参见 83a) 


(15) 
*v€ a Hn. Wisu c r A 


W*(n-v) -Wsg-Wey 
由 此 和 由 (15), 我 们 求 得 , 如 果 


(16) 


(Iz (lz| < 1) + e I(izl > «vc at. (17) 


那么 
H = K + Ho 4 H^ +(e - 1)* (uv), (18) 


其 中 HE + (e* — 1) «(n — v) € Mo(P) 以 及 
K=B+ (H°) +(e -1- g(z)) *v. 


这 样 , 由 (18) 导出 如 下 定理 . 
定理 . RAH (17) RA. 那么 HE Moc(P) 和 SE Mocl?) SARS 


K,=0 (Pas) t? 0. (19) 

在 这 一 情形 下 , A4» 
ĝ = M +H +(e - 1) (20) 
Bl. Hh Lévy ME, JEU (5,0. BPO 

B= A= ot, (dt, dz) = dt F(dz), 
am , 
其 中 测度 p F(dz) 满足 F((0)) - 0 以 及 
f (2 ^ 1)F(dz) « 99 

Hs (23) 


' oo 
GKG <1) 4 e I(Izl > 1)) F(dz) < 






















. 662 - pt Minè 
i eee 
的 假定 下 , 来 加 强 (22). 

在 这 一 假定 下 ， 价格 过 程 Se = Soe 


足下 列 关系 式 : 
b+ T «fe -1-9(z)) F(dx) = 0. (24) 


S S 
aR pc pe YATRA, DAHER. = (Gt) 按 测 度 P Ea 


B 只 要 


He 将 (关于 原 测度 P) HBR, 只 要 p 


ba me [0 -1- stern =" (25 


注 2， 对 应 上 节 中 的 记号 (10), 方程 (24) 和 (25) POEWE “RAE Kk 
e) 34 A = 1 时 的 值 . 因此 , 公式 (25) TRA F 列 形式 : 


Pp(1) =r. (26) 


注 3， 正 如 $3c 中 的 定理 3 所 指出 , 在 Lévy 过 程 情形 下 , 条 件 fiels < 
1)F(dz) < oo 变 得 多 余 . (这 个 条 件 在 (15) 中 利用 公式 (16) 通过 “合并 同类 项 " 而 
得 到 .) 


83e. 价格 的 鞭 性 质 可 料 判别 准则 . TT 


1， 如 果 gad 中 的 定理 条 件 (19) 不 满足 ,那么 关于 原来 的 测度 P， 价格 过 程 
S = Soe! 不 是 局 部 鞭 . 
但 是 对 于 许多 目标 来 说 (特别 是 , 对 于 无 套利 机 会 问题 ; 参见 $20) 只 需 存在 关 
AE P P ak PIS P 的 测度 P, 关于 它 , 过 程 S EARB. 
^ °c iis lala (第 五 章 
B- ú 
FR ee EER p c A f] RR. 


" E 设 (O, F, (多 )t>o,P) 为 随机 基底 , P, = P|.2, 为 测度 P 在 Fe 上 的 局 限 , 又 
E PS 上 的 某 个 概率 测度 , HIE P c P, BP, < P, 对 于 所 0 成 立 . 我 们 
将 假定 Fy = (2,0) 和 Po = Po. En TE fi 
我 们 关于 使 得 这 样 那样 的 过 程 变 为 局 部 鞭 的 测度 P 的 存在 问题 的 研究 , 以 对 于 
局 部 鞠 的 Girsanov 定 理 开始 , 后 者 指出 通过 测度 的 绝对 连续 替换 可 生成 局 部 巩 
定理 1. EPS dP. igs 
E P, M € M (P), Mo =0 40 Z= (Zio, HP Ze = ap, * 


次 协 变 差 |M, 2] 有 P- 局 部 可 积 变 
的 补偿 量 ) Ž, AA (M,Z) 为 可 料 二 次 协 变 差 (过 程 M7 


那么 过 程 
TES 1 
M = M —7- -(M,Z) (1) 


— c mm RR — — *- Mina 
zo ed 


-— 
g PAA, 并 且 P- 特 征 (Me (Bag) ya 
is IX 
证 明 . 对 应 于 第 五 章 83a 中 的 引 理 c 


Witten s ME 


PAM (M* Me 
pé ja 


^7 € AP) em xe (P) 


(所 指出 的 引 理 的 陈述 和 证 明 已 经 对 于 离散 时 间 给 由 在 连续 时 站 


由 断言 (2) 容易 导出 (详情 参见 |250. 第 II 章 , $3bj) 下 列 “局 部 
1 93b] " 文本 : 


XZE AP) = xc 


T AK), 
(XZ) "€ MioclP) = XE 


M,,{P). 

其 中 (XZ)™ = (XeaT, LinT, eo UR T, = ingle: Z, < 1/n) 
这 样 一 来 , 为 证 明 M e -ioc(P), 只 需 断 定 (MZ e MclP), n> 1 
设 . " PT 


(3) 
(4) 


1 
“= 让 (5) 
于 是 , 按照 It6 公式 ， 


(M — A) = MZ - AZ 
= (M_-Z+Z_-M+([M,Z])-(A-Z+Z_-A) 
= (M_-2+Z_-M+([M,Z|-(M,2))) 
+ (M, Z) - A-Z- (M, Z) 
-M +24 Z_-M+ ((M,2|-(M,2))- 4-2, " 


(6) 的 右 端的 前 三 项 为 P- 局 部 拷 TENE (A-Z) 对 于 每 个 n>1 也 是 局 部 


Bh. 从 而 , 根据 断言 (4), 过 程 ME asc P). 


这 样 一 来 , 关于 测度 P, 过 程 M 变 为 有 FR SH 
M= M +A. W 
mn. : 序列 s" (M, M) 
由 此 以 及 由 二 次 变 差 (M, M] 和 [M,M] 的 定义 , 借助 Re i, A) 精确 到 


和 SO (AF, xr) 的 极限 (参见 第 三 章 5b FH 
P- 无 区 别 条件 下 成 立 . 最 后 ， 考虑 到 同样 下 
teas (Me, Me 和 GPS FMP RE ooo ug, 
uy Pp & P, Ze = qp. 

Lissa pee cds 


"Eu E dero - - 
DIA SSE ATF sc T (P) 


-一 Hit 


pro 
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我 们 假定 过 程 2 = (Zihpo HIRT PJI N 一 (人 ">0 如 下 生成 


dZ, = Z,- dM. (8) 


换 句 话说 , WZ = EN). - » 
我 们 把 过 程 5 表示 为 下 列 形式 : S = Sof (H), Hip H 根据 上 节 中 的 公式 (10) 


EH 所 生成 . 
it HAA TUE I ATE PER: 


H=Hot Â+ M, (9) 
Hp M € MS (P) M A 为 可 笠 局 部 有 界 变 差 过 程 . 
记 如 为 下 列 形式 : 


fi = Hy + Â+ M = Ho + Â+ (M, N) + (M — (M,N)), (10) 


并 且 我 们 察觉 e 
X (M, Z) = (M, N). (11) 


于 是 由 定理 1, RM — (M,N) 关于 有 dP, = Z,dP, (t > 0) 的 测度 P HR. 
因此 , 下 列 定 理 成 立 . 


定理 2. X H 为 有 典 则 分 解 (9) 的 特殊 半 鞭 ， RUE P SP 以 及 过 程 2 = 
(Zi)izo AATA (8), 那么 


A+(M,N)=0 — Î € Asp). (12) 
4. 设 上 节 中 的 条 件 (17) WE, HEHE N 有 下 列表 示 式 : 
N — 8- H* - (Y — 1) x (u — v), (13) 


其 中 可 料 过 程 B= (Be(w))t>o 以 及 多 -可 测 函 数 Y= Y(t,w,7), t20,w€ Q, z ER. 


(在 (14) 中 ， H= Ti v Sp", 并 假定 ， 对 应 的 关于 H* 和 H—v 的 积分 有 定义 .) 
运用 $3d 中 的 对 于 A HERR: 


H = Ho +K + H*4 (e 1). (uy), (14) 
TAE, 如 果 认 为 v({t} x dz;w) = 0, 那么 我 们 求 得 (参见 83a 中 的 第 4 点 末 的 注 ) 
(M,N) = B- (H°) + (Y = Der — 1) ev. qu 


由 断言 (12), 公式 (14) 和 (15), 以 及 gaa 中 的 (19), 导致 下 列 结果 . 





EL o —c m. 


定理 3. 83d 中 的 条 件 (17) 满足 vit; 
FX drj) =9 以 及 
IY 


7 lle" — 1| ev, < oo 


于 是 , 如 果 (16) 


1 
= 十 *) + (e* — 
B+ (3 B) (H*) +(e 179(2) v (e -yo 


那么 关于 有 dP, = ZedP (t > 0) &NE P ite ii $- sti 


例 . 设 过 程 OH 为 在 83d 的 例 中 所 考察 的 Las 
y = Y(z). 于 是 , 当 条 件 


1 z 
et s +6) e +f -1- giz))F(dz) + fe-nr- 1)F(dr)=0 (18) 
满足 时 过程 A M 5 = Selh) 是 PR 
我 们 察觉 , 条 件 (18) 也 可 赋 以 下 列 形式 : 


(17) 


REAR 
过 程 , FAR 5,0) = 8 以 及 


b+ (5 +8) a? + f (E - IY ~g(a)) Fide) =0. (19) 


在 8=0 和 Y = 1 的 情形 下 , 这 一 条 件 重合 于 53d PHA (24). 
我 们 记得 $3c 中 的 累积 量 函 数 v0) 的 表示 式 为 


plà) = Ab 4 e 一 J (e™ =1- Ag(z)) F(dz). (20) 


于 是 取 8 = X MY (x) = ev, 由 (20) 我 们 求 得 ,条 件 (19) 将 满足, 只 要 AXE 


下 列 方程 的 根 : (21) 
yw( 和 A+1)— yp(N=0 


5 5 xui, 只 要 dP: = ZuPi 
如 果 B, = Buert 那么 折 现 价格 = ATRE? P 
和 dZ, = Z1, dN;, 其 中 


xaX (P1) eer" (22) 


AR 入 是 下 列 方程 的 根 ue 
g(r 41) 7 PA) =" 


Saf 局 孝 积 的 可 表示 性 (Aa TAT) 
dP: z= (Zi ^" 
有 ti de 


R (13) RRR z = &(N), 其 中 P- 局 


O 


Le, 


. 连续 时 间 
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-666 - ate ah — = 





we Abeer is + 问 情 形 下 的 “(A 一 办 -可 表示 性 ”( 第 五 章 $4c) 相 比 
Esta Cue THR PIMC 
" 在 非常 一 般 的 情形 下 ， eg ap p n] 表示 性 的 问题 在 [250; 第 III " 34c] 中 讨论 
因此 , 这 里 还 留 下 的 只 是 与 套利 问题 有 直接 关系 的 关于 完全 性 和 对 原来 的 测度 局 部 
统 对 连续 的 概率 测度 的 构造 的 茶 些 一 般 结果 . 

acere de yp H MRE u- v 的 可 表示 性 有 -- 
ia. at te ， 的 空间 结构 要 附加 某 些 补充 假定 ， 也 就 是 说 , 今后 
我 们 将 认为 , Q 是 由 所 有 右 连 续 和 有 左 极限 的 函数 w = (wt)tz0 所 组 成 的 典 则 空间 
(关于 这 方面 也 参见 [250; 第 TII Bf, 2.13].) 
以 后 考察 的 随机 过 程 X = (X:(w)):>0， 特别 是 半 园 , 将 被 假定 为 典 则 给 定 的 , 即 
Xi(W) = ut. 


Bi 0- 代 数 族 (Fe) 将 被 理解 为 这 样 的 5- 代 数 族 : 


=| FS 
其 中 9 = olw: wau S s). 我 们 也 将 假定 F = V 9. 
ik P3 (0,9) 上 的 概率 测度 , P, = P | Fe, t 2 0, 以 及 H = (Hy Fijzo 为 某 个 
有 可 料 特征 三 元 组 (B,C,v) HER. 为 简化 讨论 ， 我 们 将 假定 Ho = Const (P-a.s.). 
三 元 组 (B,C,v) 什么 时 候 唯 一 确定 测度 P 是 一 个 多 方面 有 意义 的 重要 问题 ,一 
般 来 说 , 这 是 没有 答案 的 , 正如 下 列 最 简单 的 “确定 性 的 ”例子 所 表明 
例如 , iH = (Hizo 是 下 列 ( 常 ) 微分 方程 的 解 : 


H, = 2|. Hy —0 


( 它 有 “AE Lipschitz” 438). 这 个 方程 显然 有 两 个 解 : HO = 0, HO) = n. 两 者 关于 
测度 PO 和 PO) 都 是 半 鞭 ,其 中 PW "坐落 " 在 轨 线 w = 0 上 , 而 PC) “坐落 " EM 
A o, — C E. 同时 , 在 两 种 情形 下 , 它们 的 三 元 组 (B,C,v) ES, 并且 C - 0 v-' 
以 及 Be(w) = fi 2\w,|*/2ds. 


3. F (H u — 只- 可 表示 性 " 问题, 三 元 组 和 概率 测度 的 唯一 性 的 作用 在 
列 命 题 中 体现 . 

定理 1. 设 在 典 则 概率 空间 (2, F,(F,)t>0,P) 上 给 定 有 三 元 组 (B, Cv) CA 
H = (Hc, 2))i20, Ho = Const, 并 且 测度 P 在 下 列 意义 下 是 唯一 的 : PAA 
BH 有 同样 的 三 元 组 的 测度 , 并 且 P' E P, pr — P， 则 pr— Pp. 

那么 每 个 局 部 持 N = (Nu F) 有 下 列表 示 式 : 


N — No f H*-W « (u — v), ‘a 


一 EELT 
Mx eet 


ge AA PH) € o 的 可 抽 
过 程 . 

这 个 结果 及 其 推广 CHOIR ge 

hip CEA) SM (250. T" 

由 所 引入 的 定理 导出 下 列 关 于 sup deed = 
无 套利 完全 模型 相 联系 ) THE “有 有 用 结果 (特别 是 与 

定理 2. (O, F, (F), P) ARAB orig 

a) 如 果 H = (Hi, 8,1598 是 布朗 运动 过 程 RLSA BAR N 
下 列 形式 : 


rp 667 ， 
> cxx o AMD 


Wye Aie (83a) 的 Por 


Ni, io 有 


N = H+/.H, m 
其 中 f^ (0) E Se 

b) jd HR H= (Hy, Fo) 是 独立 增 量 过 程 那么 每 个 局 部 对 N = (以 多 
有 表示 式 (1). 

证 明 直 接 由 定理 1 得 到 , 其 中 运用 维 纳 测度 的 唯一 性 以 及 下 列 事实 : 对 于 独立 
增 量 过 程 , 其 三 元 组 是 确定 性 的 , 并 且 按 它 的 概率 分 布 (由 Lévy-Khinchine 公式 ) ME 
一 确定 . 

注意 , 断言 a) 已 经 在 前 面 (第 三 章 83c) 引入 

4. 除了 定理 2 中 所 叙述 的 属于 “经典 的 情形 a) 和 以 外 , 再 简要 地 叙述 一 
种 也 使 局 部 园 的 “(五 ,1 一 -可 表示 性 " 结果 成 立 的 情形 

我 们 考察 随机 微分 方程 (比较 第 三 章 83e) 

(t, Hi, x))(u(dt, d; w) — v(dt, dz; w)) 


)t20 


dH, =b(t, H,)dt + olt, Hi)dB. + 910 
+ g (ó(t, he, a))u(dt, dz; w), " 
ua cr olr). BAUME, 
其 中 b,o,5 为 Borel 函数 , g = 9(z) 为 截断 函数 , 94 一 na UA eis 
为 有 补偿 量 v(dt, dz) = dt F(dz) 的 齐 次 泊 松 测度 T 情形 下 , (有 初始 条 件 
第 II 章 , goo], 在 满足 线性 增长 条 件 的 【局 部 ) LE argent: JC 
Hy = Const 的 ) 随机 微分 方程 (3) 有 唯一 强 解 e 解 过 程 H 在 典 则 空间 (Q,.9) 上 
上 定义 布朗 运动 和 泊 松 测度 的 原来 的 测度 是 什 全 
的 概率 分 布 唯一 确定 . 
过 程 Hr Jp cti (o, C.) HR 


t 
B,(w) = | b(8, we)ds, 


ds, 
C) = Í eain 
(wes dz), 


(3) 


v(dt, dr; w) i a 





p 
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以 及 Ky (uy, A} f Lay oy (on 2) F (d2). : Lr imm 
ict X, 在 对 系数 具有 所 陈述 的 条 件 (局 部 Lipschitz 条 件 和 线性 增长 ) 下 ,可 
DING. 每 个 局 部 鞭 N = (Ne, ioo 有 “HS p= AROR”. EMEN (250; 5 m 


W, §2a].) 
83g. #eRAY Girsanov 定理 ， 概率 测度 的 密度 结构 


1 如果 M = (Mi 名 joo 为 (0, (更 je>o,P) EUIS PRA, 并 且 测度 Bp 
那么 关于 这 个 测度 , 过 程 M ULM (参见 83e 中 的 (7)). 

疮 其 引 人 注 目的 是 :关于 这 样 的 测度 替换 , 半 灿 还 是 变 为 半 快 . 换 句 话说 , sag 
类 基于 局 部 连续 测度 特 换 是 稳定 的 ，( 这 个 结果 是 半 炽 的 It 公式 (第 三 章 85c) 的 和 
cf hastas etin td 特别 有 意义 的 问题 在 于 ， 对 于 怎样 的 有 
PEM PLS pa PS P 的 测度 P, 所 考察 的 比如 描述 价格 动态 变化 的 半 灿 X 是 局 
mpra pt. 

2. ofi - lM NNR — € T WII, 当 测 度 P. n P 进行 局 部 绝对 连续 
将 换 时 , 有 三 元 组 (B,C,v) BM (FUMIE P 的 ) 典 则 表示 式 


X 9 Xo B X g*(u—v)-t(r—9g(x))*pu (1) 


怎样 变换 为 有 新 的 三 元 组 (B, C, v) ORR OCT NE P 的 ) 典 则 表示 式 





X = Xo+ B X* ^ g«(p—V)- (z — g(z) *p. (2) 
iz, = AEL 4 
= d(Z4X*) I(Z. >0) 
" Uem Ea i» 
Y =E (Zu. >0)|), (4) 


其 中 E 为 关于 (0 x Ry x BF @ AR) e 4) 上 的 测度 MP 的 均值 , 它 由 公式 
W « Mi = EV * p) 对 于 所 有 可 测 非 负 函 数 W — Ww, t, a) 有 定义 (比较 第 五 章 
Gide 中 的 Y, (2,2), Mn (da, duo) 的 定义 ) 


过 程 A 和 Y. 4EW BER (5 — eA | 下 列 结果 色 
常 称 为 半 秋 的 “Ginwanov 定理 换 问 题 上 起 着 关键 作用 , 而 


~ 


PE dP 
定理 1. MPEP A= TS t> O, IU je Y di Z = (Zio BAAR 
(2) 和 (4) RAH, 


E. 5 TM 
那么 由 下 列 公式 定义 的 H, C fo i; SESS: a emos 
= B+ A.C * g(z)(Y lhe 
Cal | ji 
V=Y.p, " 
l (7) 
YETER X RME P 的 三 元 组 文本 
这 一 定理 的 证 明 (不 仅 是 在 所 陈述 的 PERIE F 并 且 也 在 多 维 情形 下 
250; 第 IIL WE, 83d] 中 给 出 ， 在 技巧 方面 是 相当 困难 的 priate gl, 


y ds), 这 里 我 们 介绍 这 一 定理 的 断言 内 容 

首先 我 们 注意 到 , 对 于 离散 时 间 情 形 , 对 应 的 结果 在 第 五 间 3e 中 证 明 , 其 
明了 测度 ME 和 量 Y 的 (按时 间 ) 离散 类 比 的 含义 

断言 (5) 指出 , 三 元 组 (B,C,v) 的 互 成 分 怎样 变换 “更 新 " 

断言 (6) 是 说 , SRR LY X° 的 平方 特征 其 实在 绝对 连续 测度 变换 下 是 不 变 
的 (精确 到 P- 随 机 等 价 性 )， 

断言 (7) 指出 , Y 无 非 就 是 测度 亏 关于 测度 “的 Radon-Nikodym 导数 


3. Ano x 是 特殊 半 鞠 ,那么 在 典 则 表示 式 (2) 中 可 邻 g(x) = 2, 于 是 


中 说 


X=Xo+B+i+X z5lpu- v). (8) 


由 此 可 见 , depo x ERRERA B= 0. 与 定理 1 一 起 , 这 一 注 记 导 致 下 
列 命题 . 


EM 2. RP < P, 并 且 这 时 (2? A ||) #7 € Moo: 

EU. (9) 
B4 B.Ca(Y -1)*v29 

(Zio. mp oH Y. 现在 自然 会 提出 


那么 关于 测度 的 特 珠 半 名 


4. 公式 (3) 和 (4) 表明 , 已 知 2 = 


反问 题 , 怎样 由 8 和 Y 来 求 得 对 应 的 过 程 7. gP aE Mec. 如 
i LER ATE T Mo EPO ip = ZrdPr 的 测度 
RAH y 满足 条 件 (9), Jie IR n A 


B MR X = (Xver 将 在 TI EONI aa pe wh PME 
"(Xp 一 v)- 表 示 式 ”; 
M = NUS oA ums 


(SH gar 中 的 公式 (1).) 
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定理 3. iK P«P,.Z-(Z)»o 是 密度 过 程 ， v((t) x Fio) -0,t » 0,8 foy 


公式 (3) 和 (4) 定义 . MA ( 当 (天 


RK | : 
Z4) X Z-(Y - tla v). Qj 
如 果 对 所 有 4 > 0 有 
pe. (Xe tl VYY «w « oo, (19 
RLA 
N,2 B: X € (Y - 1) * (a 7 v) (13) 
的 过 程 N= (N,)ep0 X 5». it #2 Z= (Z0 是 下 列 Doléan A 8 e RR. 
az = Z .dN, (14) 
并 且 可 表示 为 下 列 形式 : 
Z, = Zo6(N),, (15) 
其 中 
ENJ E^ eh -À GO) [I (1 ri AN,)e-e (16) 
O<sst 


所 引入 的 定理 陈述 假定 vt} x BE;w) = 0. 这 个 条 件 意味 着 , 过 程 X 是 拟 左 连 
say BU. 对 于 任何 可 料 停 时 7, E AX, = 0 在 集合 {7 < oo) 上 成 立 . 在 一 般 情形 
下 , 对 应 的 陈述 及 其 证 明 在 [250; 第 III 章 , 85a] 中 给 出 . 


ik. 关于 定理 2 和 3 的 结果 在 扩散 模型 中 的 直接 应 用 参见 下 面 的 84a. 


4. 在 股票 扩散 模型 中 的 套利 、 完 全 性 和 对 冲 定 价 


84a. 套利 和 无 套利 条 件 . 完全 性 


1. 无 论 是 在 离散 情形 下 , 还 是 在 连续 时 间 情 形 下 ,前 面 都 已 经 对 使 价格 为 鞭 或 
者 局 部 鞭 的 概率 测度 的 构造 赋予 足够 多 的 关注 ,与 此 相 联系 的 主要 是 , 存在 等 价 软 
测度 在 足够 广 的 假定 下 , 可 用 来 断定 无 套利 机 会 (参见 882b, c). 同时 , 所 有 这 样 的 测 
or ant A IE RIBUS, 可 导出 例如 公平 (合理 ) 价格 的 计算 , 求 出 对 名 


eure’ 无 套利 机 会 的 问题 将 对 于 价格 是 5 过 程 (第 三 章 83d) 的 情形 入 


2. 设 (9, F, P) 为 概率 空间 , 其 上 给 定 布朗 运动 B J (Fo? 
= : = (Biizo. 我 们 将 以 
BAAD ( 维 纳 ) BH o- 代 数 流 , 即 o- 代 数 Z， = of gp U op) doi, HEHE FE = 





< t) VAR N [AE Z: PA 
TATE” 性 质 满足 时 ) 过 程 z o(Bo (A) - 
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$ = V (= a (U F1)). b Mian 
渗透 概率 空间 (0, F CX. s p 满足 常 ; 

点 率 统计 不 确定 性 和 可 接受 信息 结构 的 随机 业 S SHE S369). 并 将 作为 描述 


jt S, = Soc “为 某 种 资产 的 价格 过 程 (9, ir 有 


t ^ 
m= f ( KA 
j Hs 2 in f aan, 


的 股票 的 价格 过 程 , 其 中 y = (ue, Fe) Bo = (s, F, 


第 A 83a.) 这 时 将 假定 


(1) 


| 为 两 个 随机 过 程 满足 (P-as ) 


条 件 t 
J |uslds < 00, cds «o0, t»0. (2) 
由 6 公式 得 到 ， 
dS, = Sidi, (3) 
其 中 t t 
Hu | p.ds +f a,dB,. (4) 
0 0 
Bl S 有 随机 微分 
dS, 一 Si, ( peat - o,dB,). (5) 


如 果 u = u, o =o FY, 那么 我 们 得 到 标准 Samuelson 扩散 模型 (|420j), 它 用 
几何 布朗 运动 来 描述 股票 价格 的 动态 变化 (第 三 章 Sab): 


dS, = Si(pdt + ed By). (6) 
4 
LEY (7) 
a - en (0-307) 

j ^ T > 0, 
那么 EZ, = 1, 并 由 Girsanov 定 理 (参见 第 三 章 Bb 或 53e) 得 到 ， 对 于 每 个 > 
关于 有 

dPr 二 ZrdPr 


à , 且 其 微分 为 
的 测度 (其 中 Pr = P| Fr) SERE Se (000 E 


á (9) 
as; = oS, dBe, 


Heh Bg 5 标准 布朗 运动 等 价 于 测度 Pr 
s oes peces 在 (0, 57) EMER Pr 
Py Pr), HEE ERE S = (Su Fher 为， ni 


ce 
原版 和 英文 版 此 处 记 为 $38. 


ES 





O 
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— —— 


it 


注意 到 以 下 这 点 是 有 益 的 : 这 一 测度 Pr 在 下 M E Qr Lu 
有 性质 Qr ~ Pr 以 及 关于 QT 过 程 5 = 人 pn ips Qr - h 
这 个 结果 以 最 直接 的 方式 与 关于 布朗 滩 适 0- 代 数 :定理 相 联系 , 其 
明 在 下 面 的 第 5 点 中 给 出 ， E 

3. 现在 我 们 转向 价格 过 程 S 有 微分 (5) 的 情形 . 

设 下 列 条 件 满足 : P-a.s. 对 于 ! > 0, 


/ (£) ae $e (11) 


在 这 些 条 件 下 定义 过 程 Z = (Zo 


Do (Eye qa 
2a -ev|- f, 45,75] (5) 2) 


ERED RR, 其 局 部 化 序列 (Ta)n21 可 取 为 下 列 序列 : 


t 2 
Tn — atit / (&) ds 之 n} é (13) 
0 8 


如 果 EZr =1, 那么 2 = (Zieser HR, 有 dr = ZrdPz 的 测度 Pr 将 是 概率 测度 
并 且 关 于 该 测度 过 程 S = (Se Filer HARI. 
为 证 明 后 一 断言 , 我 们 运用 sag 中 的 定理 2 的 结果 . 
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由 于 
dZ; = —Z, dB., bk 
Ot 
故 (参见 83g 中 的 (3)) 
Bj dS) vea. m teed (5 
d(Sege ^* ^" (Symp oe Sw 
关于 测度 P HH 5 有 下 列 三 元 组 (B,C, v): v = 0 
t t 
B= f Supudu, &- | Sioudu. i 
但 


Ou ' Dulu 
因此 , 根据 53g 中 的 定理 2 的 断言, 过程 S = (5, er 关于 测度 Pr 变 为 局 部 


这 时 (在 EZr = 1 的 假定 下 ) ,测度 Pr 将 如 同 在 uy = Hon = 0 的 情形 下 是 
的 (参见 下 面 的 第 5 点 ) iiw get ed 


; - 2.2 
n | padcu = | [Sp ~ Iu 9,0; |du=o. 
0 


SES retina, 完全 性 和 对 冲 定价 


RE 
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4. 现在 我 们 对 于 有 BO) = 1 的 银行 了 
中 描述 的 股票 5 = (Sieso 的 市 场 模型 陈述 
的 条 件 ， 

iE n = (9,7) 为 某 个 策略 以 及 xv - (X? 


P B(0) = (B, 
t(U) hezo 和 动态 变化 在 (5 
确保 无 套利 (以 其 NA, 文本 ; 参见 ^i 


tz 为 其 资本 
Xt = B HS, 
对 于 自 融资 策略 T, 


Xr = Xp Wd, (17) 
它 自然 意味 着 (17) 中 的 随机 积分 必须 有 定义 . 
正如 由 8$la 中 的 叙述 所 得 到 , (17) 中 的 随机 积分 有 定义 只 需 se L(S). 在 现在 
所 考察 的 模型 (5) 中 ， y XFS 的 可 积 性 条 件 自 然 直 接 由 过 程 (melier 和 (ow)jwer 的 
性 质 的 术语 来 表达 . 
我 们 将 假定 , 条件 (2), (10), (11) 满足 , 并且 


L 
i! yodu <œ (P-a.s.), t>0. (18) 
0 


由 后 一 条 件 和 过 程 S = (50:0 的 连续 性 导出 f Simm «on (Fae) 而 这 
,是 说 关于 布朗 运动 的 随机 积分 [1 Sou rulB, WEL (SLAM je 和 本 章 中 
的 $1a). 

同时 ， 


(f hun) < fonta f (E) a. 


: 在 和 有 限 性 
因此 , 由 11) 和 (18) 导出 积分 所 Tu 全 和 fé Suuphud (t > 0) 的 存 


这 样 ,条 件 (2), (10), (11) 和 Q8) 保证 QT PP eig pe prt 


下 列 由 $2b 中 的 第 3 点 和 定理 2 的 蕴涵 关系 (9) 


型 中 的 无 套利 的 最 著名 的 断言 ory: 
和 cars he 
ETE " 
(18) 满足 . g osi b Re A 
ik EZ, = 1， 那 么 性 质 NA, AI int. 
a20 无 套利 机 会 . - quip, 的 测度 Pr (Ke Zr €& (T) 
s. 我们 转向 第 2 点 中 提 到 的 断言: ATs, gius | 
中 定义 ) 在 下 列 含义 下 叭 一 :这 是 关于 
Pr 的 唯一 的 测度 


O 





型 中 的 套利 理论 . 连续 时 间 
are BUABARAEEHNG ERN 0 


_ ——À 


— 
一 一 一 - 
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我 们 将 考察 更 一 般 的 情形 , 认为 , 过 程 9 在 O) 中 定义 , 而 过 程 Z 在 (12) 中 


E x. 
š 我 们 假定 , Qr 为 等 价 于 测度 Pr 的 某 个 测度 ， RTE 3 = (5S4, Flier Am 
我 们 构成 加 
v (t| e). p (19) 
由 于 其 正 性 (参见 第 三 章 sc 中 的 (20)), 可 求 得 过 程 p = (pe 多)es7 满足 
t 1 t 
N, = exp (f yd B, 一 J) yids) ;OC&T, (20) 


其 中 i yids < oo (P-a.s.), ENT = 1. 
ROTER toe 中 的 定理 1 它 指出 在 测度 的 绝对 连续 替换 下 , SHIT RR S 


三 元 组 怎样 变换 . S 
设 (BP, CP, vP) 为 过 程 9 关于 测度 P 的 三 元 组 . 由 表示 式 (5) 得 到 ， 


"mio Pp or Pp. 
BP = Sypudu, Ci f Secu, v 三 0 (21) 
根据 43g 中 的 定理 1, 关于 测度 Q 的 三 元 组 (B9, CQ,v9) 由 下 列 公 式 来 确定 : 


BR = pF + [ &ac*, 
Ü 
Qo, 
y zx 0, (22) 
其 中 
Bem LEN ke (23) 
这 样 , 由 (21) 和 (22), 


t 
BP E | Suus + Put y|du. (24) 


由 于 关于 测度 Qr, TH S= (St, Flier 是 局 o^ r T. 因此 ， 
H (24) 我 们 断定 ， <r JEJERE, i BQ = 0 (P-as.), t€ 


pulw) - — Bu) 
ou(w) 
在 [0,T]x9 上 (A x Pr)-a.s. 成 立 , 其 中 入 为 Lebesgue 测度 . 


由 此 导出 , 过 程 Z = (Zi)er 和 N = (Njer 随机 无 区 别 , 这 就 证 明了 满 此 
Pr~Pr M S -—(8,4,) H P-Jey t 6 Fa Pr 的 唯一 性 . 


x 
3B (根据 Ansel-Stricker 定理 ; 参见 81a， 第 6 点 ) 


a. ERIR 
— M 
e. 我 们 考察 T- 完 全 性 问题 (BRL od 中 的 ARD. 


, 我 们 也 假定 , (BOO), Sigo ee) 我 们 将 假定 上 而 al》 a: 
gin get i sis 3) -市场 满足 BO = 1 和 过 和 引入 的 定理 
dpr = ZrdPr AVR. FFE ATT TREY Oy gangs, ue 5 est 关于 测度 
的 定理 , 所 考察 的 扩散 模型 是 了 .完全 的 ) 出 度 Pi 的 唯一 性 以 及 824 中 

T 完 全 (以 及 按 NA, ANA, 的 无 套利 立 太 

| 文本 

EE (6), 它 也 在 金融 数学 和 MORES mr eT LL 
gdb. 完全 市 场 中 的 对 冲 价 格 

1. 对 于 离散 情形 下 的 完全 和 不 完全 市 场 的 对 冲 表示 和 和 
经 在 第 六 章 中 给 出 . 

在 一 般 的 半 鞠 模型 中 ,对 应 的 叙述 可 平行 地 进行 , 仅 有 的 例 

外 似乎 是 

地 说 出 怎样 的 策略 类 是 容许 策略 SFEER 

我 们 将 着 手 于 在 §4a 的 第 4 点 中 描述 的 (BO), S) 市场 的 扩散 模型 并 沿用 在 那 
一 节 中 所 采用 的 记号 . 

对 前 面 (82d) 引信 的 -完全 性 概念 作 某 些 外 观 上 的 变化 ,我 们 将 说 ,有 EZrfr < 
oo HAE Fr- WET AK fr 是 可 复制 的 (可 达 的 ), 是 指 可 求 得 策略 7E (5), 
使 得 Xz = fr (P-a.s.). 显然 , 如 果 fr 有 界 , 那么 条 件 EZr fr < oc RUE. 

定义 , 如 果 偿 付 索 求 fp 可 复制 , 那么 下 列 量 称 为 欧式 (完善 ) 对 冲 价格 (比较 第 
AH 81b 中 的 术语 ), 或 者 简称 价格 : 


C(fr;P) = inf(z >0: Ir € IL (S), ERE XG =2, Xr = fr) (1) 


R IHRE ac 


2. 定理 , 设 Pr 为 唯一 的 鞭 测 度 . 于 是 价格 


C(fr; P) = Eg, fr (= EZrfr) (2) 


WEBB. 如 果 x = (9,7) 是 a -容许 自 融资 策略 ， 那么 


(3) 
xp = XE + | od t<T, 
0 


-一 
一 


(Xf her 为 P,- ER, 而 这 


BR (4) 
Eg Xp e 
因此 , 如 果 Xr = fr, IBA Ep, fr < xg UR (5) 
tp « CUr; P? 
EZrfr = Ep, I7 E z X fr, 
: 自 融 资 策略 T7 
现在 我 们 指出 tetti 始 资本 Xi Ez, fr 的 o iir e 


NXE = fy (P-a.s.). 





Ds 


MEE pus eR PARAMS. 连续 时 间 
gum MSRM THEN 





定义 过 程 
x= E(Zrfr| F) ta T. 


很 明显 , X = (Xe, 多 jes7 


t 
Xe 二 Xo +f v,aB,. 
0 


我 们 察觉 , 过 程 (Zo Xer 复制 了 fr: 
Zi Xr -Ífr. 
现在 我 们 指出 , 可 求 得 0 容许 自 融资 组 合 = (6,7), 使 得 


X® = Zy Xe 


由 于 


dZ, = - Z,'4 dB, 
gt 


故 由 Tto 公式 (第 三 章 83d) 


以 及 
d(Z, ' X,) = Zp "dX, 十 Xid( 2 ) + d(Z; *)aX, 


2 
= ZP (ed By) + XZ," (的 dt + un) tZ; (Ew) dt 
Os Ot : Or 


=Z y, (an. 4 Aat) LXI (an, + Hear) 
t 0t Te ] 


a 


= Si(oid B, + py dt) Ear (3 十 x) 


A » 
令 
= sez (Sey xl) 
gt a? 
于 是 我 们 看 到 ， 
d(Z, X.) = 3448,, 
JF H. 


t 
f Youdu < œ (P-a.s.), 1 &T. 


(6) 


关于 TONES o ALI Do LUE TG 
(ENPM 83c), 可 求 得 这 样 的 有 yi vids < oo 的 过 程 V = (Vi, Seer, 使 得 


(?) 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


(15) 


(16) 





4. 
E AREE RT WB, 完全 性 和 对 冲 定价 


(比较 (16) 与 84a 中 的 (18) ) Ne ee 


因此 , SEP EF LET, 


A Xe Eg). a Fads, 
+ ; (17) 
有 T ZX, d 1S, 3 
我 们 求 得 , (由 (15)) 策略 元 = (8,3) 是 自 融 资 的 BATA x (18) 


f = (XP her, 满足 
Xi = E(Zr fr), b 
以 及 
Xf =Z Xn xà = fr. (20) 
由 (5), 比较 (19) 和 (20), 我 们 得 到 所 要 求 的 等 式 (2) 我 们 察觉 所 构造 的 策略 
f 为 4 容许 策略 , 因为 XP 20 1:«T. 


84c， 对 冲 价格 的 基本 偏 微分 方程 


1. 我 们 将 考察 由 无 风险 资产 : 有 零 利率 的 银行 账户 (B0) = 1) 以 及 风险 资产 
S = (Se, Foso 所 组 成 的 市 场 模型 , 其 中 后 者 的 动态 变化 由 84a 中 的 关系 式 (5) 来 
描述 . y 

正如 由 g4b 中 的 定理 得 到 , 对 冲 价格 C(fr;P) 和 对 应 的 对 冲 组 合 元 = (5,3) 可 
通过 考察 过 程 "di. — (Y, Fojir 的 性 质 来 求 得 , 其 中 


Y, = ZP E(Zrfr| Fi). (1) 

p : (2) 

n = E(Zrfr) 

恰好 是 价格 Cf; P), 
Yr = fr» 


wary y 为 什么 称 为 
以 及 Y, — XF, BI v, 为 时 刻 c T 的 对 组合 的 下- imet 
“对 冲 价 格 过 程 "， 所 叙述 的 求 出 CUP) 的 方法 本 身 ， 
Ba, ; ^ .p) 的 值 . EH 
es eT Er n ‘swe 

是 , 这 点 可 在 Black-Merton-Scholes 模型 中 做 到 , AUT a 


第 八 章 .) 4X R. Merton 的 著 
著作 [| 以 及 

2. 在 发 表 于 1973 年 的 F. Black 和 v Satan 它们 

作 [346] 中 , 提出 了 另 一 种 求 出 价格 CU 

的 所 谓 基本 方程 的 讨论 . 





ee 


—— 


模型 中 的 套利 理论 . 连续 时 间 
一 in 


on nee mnam 





六 种 在 全 融 数学 文献 中 广 为 流 传 的 方法 (EESLINN $50) 的 本 质 如 后 


所 述 | 
我 们 考察 (1) 中 定义 的 过 程 Y. 由 于 


| 
i dicii C ZO arl ;| (eso) ) u 
| _ f(T, Sr) 的 假定 下 , 我 们 求 得 , 过 
以 及 S= (5 多 Jig7 为 Markov WE, RE fr dd Sr) | , 过 程 
y ^ RR i Markov 过 程 , 并 且 Y» 可 表示 为 Y (4, St) 的 形式 , 其 中 y(t, 2) 
为 某 个 可 测 函 数 . M 
在 著作 [44] 和 [346] P, 作者 干脆 从 下 列 假定 出 发 : 对 冲 组 合 7 = (6, 习 FE, 
并 且 其 在 时 刻 + 的 资本 Yı (= XP) 不 依赖 于 所 有 过 去 的 历史 (Suu < t), MARR 
于 最 后 时 刻 的 值 , 即 只 依赖 于 S- | 
对 于 可 描述 的 方法 的 别 的 先 验 假定 在 于 函数 Y(t, 2) 被 认为 是 CH 类 的 函数 
这 一 假定 使 得 有 可 能 把 tò 公式 用 于 Y(t, St), 而 导出 下 列 随 机 偏 徽 分 方程 (为 简化 
记 法 , 忽略 函数 的 变量 ): 


dY = (s 4. uS + oS ss) dt + cS dB. (5) 
我 们 现在 考察 Y 的 另 一 种 表示 : 
Y (t,$,) =X? = De + Sa. (6) 
由 自 融资 性 ， 
dY = 5,dS, = 54S. (pdt + e,dB,). (7) 


FT AACE Y = Y (t, 5) 的 两 种 表示 (5) 和 (7), PAARA ERARE 
性 (参见 第 三 章 85b), 我 们 求 得 , 在 (5) 和 (7) 中 的 dB (以 及 对 应 的 dt) 的 表达 式 重 


因此 , 由 于 S: > 0,t > 0, 故 (P-a.s.) 有 


x OY 
n= gg Se), 人 


并 且 更 有 过 程 Gier (TEU) — 随机 无 区 别 
比较 (5) 和 (7) 1 


中 的 dt 项, 并 考虑 所 得 到 的 P) 
: 关系 式 (8), 我 们 得 到 , 必定 (Ax 
a.s., 入 为 [0,T] 上 的 Lebesgue 测度 ) 有 下 列 方程 成 立 ， y 


ay 1 2 
—(t,S sA oy 
ot ( t) + 9? (t, E AC St) = 0, 0 <t< T. 


= FEAR IRS RUM ry 


E. 完全 性 和 对 冲 定价 in 
如 果 铺 数 Y = Y (t, 5) 满足 P 列 偏 微分 基本 方 和 和 
方程 : MF0<ter 0< 5 
A (68) E Folt s ygi"Y ar 
5 RON agi. s) = (), 
且 有 边界 条 件 ^ 
Y(T,S)= f(T,$), gy 0 

| è à (10) 
那么 上 述 方程 显然 照样 满足 (把 (9) 6t 33f 中 的 Kolm 
n" 0gorov 反 向 方程 (6) 相 


los FREAK TAL, 全 少 对 于 alts) 2 g = Const 的 情形 下 归结 为 标 
fe Feyroan-Kac 方程 的 求解 (参见 第 三 章 Bf 中 的 (19)); 我 们 将 在 第 天 中 
J(T,S) = (S- K)* 的 情形 考察 它 与 BlackScholes 公 去 接骨 联 系 

现在 再 注意 下 列 状况 . 

假定 , 问题 (9)-(10) 的 解 存在 叭 一 . 于 是 我 们 按 公式 (8) RE 5, HELA H 


B, = Y (t, S) - 4S. (11) 


很 明显 , Hoax ERAS 3,80 B, 的 定义 , 组 合 元 = (0,5) 有 资本 XT REST Vie. S 
当然 , 先 验 上 并 不 明显 , 为 什么 按照 问题 (9)-(10) AO Y(t, S) 所 构建 的 这 一 组 
合 示 是 自 融资 的 , 即 满足 关系 式 


dY (t, Si) 一 54d5,. (12) 
然而 , 这 直接 由 (5) 和 (9) 得 到 


oY OT 
dY (t, S.) = Íi (mgt! ca abs) 


s (pdt + dB) = id (13) 


这 样 , 设 问题 (9)-(10) ELDUPIECE YOS) vg 这 样 X= 
于 是 对 于 所 构建 的 组 合 ro (6 RM DUC 
f(T, Sr), 而 XF = Y (0, So) 将 是 组 合 7= (8,5) 加 解 的 结果) PR M x = 
下 列 启发 式 思 考 表 明 ，( 作 为 问题 000 AM ga r= G gp t 
Y(0, Su) 具有 “合理 性 "、“ 公 平 性 " 和 “无 套利 性 ” : 
对 冲 . eg i bt AAI, 
式 买 人 期 权 出 - (10) 
M Litus nem “nee - | 
ui 
的 求解 得 到 , 以 价格 C = Y0 50) 出 售 这 一 期 
其 资本 X 将 等 于 /(T,S7) 
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现在 设想 , 该 9 所 指派 和 于 Y(0, S0), 而 购买 者 同意 
我 们 现在 设想 , 该 期 权 合约 所 指派 的 价格 C M 意 这 ~ 
价格 . 那么 很 明显 , 这 将 处 于 套利 局 面 ， 因为 出 售 者 获得 纯利 润 C 一 了 (0, So); 这 时 ， 
由 于 存在 从 初始 价格 Y(0, So) 出 发 的 对 冲 策略 能 恰好 复制 偿付 案 求 , 使 得 期 权 合 约 


: 满足 . 
Sea mane C < Y (0, So), 那么 问题 (9)-(10) 的 唯一 解 不 能 保证 满 
足 期 权 合约 条 件 (至 少 在 Markov 策略 关中) 而 如 果 在 证 券 市 场 上 交易 这 样 的 期 权 、 
那么 就 会 引起 对 它 的 收购 ， 然后 再 以 ( 较 高 的 ) 价格 Y(0, So) 出 售 . 

所 描述 的 基于 “基本 方程 " 解 的 方法 有 某 些 由 一 系列 先 验 假设 的 概念 所 造成 的 
弱点 : 对 冲 组 合 的 价格 的 “Markov ZW", Bp X? = Y(t, Se): RR Y (t, S) 属于 cl 
类 (为 了 有 可 能 应 用 It6 AA). 

幸而 , 为 了 求解 所 考察 的 问题 ， 还 有 另 一 种 构建 对 冲 策略 和 求 出 “合理 ”价格 
Chir: P) 的 方法 (例如 , 在 84b 中 所 叙述 的 “ 鞭 方 法 "), ERA, 不 但 对 冲 组 合 存在 
并 且 其 价格 有 形式 为 Y(t, S) 而 它 还 是 足够 光滑 的 ; 因而 , 方程 (9) 实际 上 是 成 立 
的 . 对 于 有 FT, Sr) = (Sr - K)* 的 标准 欧式 买 人 期 权 , 更 详尽 的 分 析 将 在 第 八 章 
sib 中 引信, 在 那里 , 既 对 Orden, 也 对 依靠 上 面 所 考察 的 “基本 方程 ”的 方法 来 
进行 讨论 和 运用 . 

3. 上面 引入 的 讨论 假定 , 无 风险 资产 (银行 账户 ) BO) = (Be(0))czo 满足 
Bi(0) = 1， 实 质 上 , 这 一 假定 意味 着 , 我 们 运作 的 是 折 现 价格 . 然而 , 在 许多 情形 
下 , 所 进行 的 运作 并 非 关于 由 折 现 而 得 到 的 “相对 ”价格 , 而 是 “绝对 ”价格 . 与 此 相 
对 应 的 变化 为, 假定 (在 “ 侈 对 " 单位 下 ) 银行 账户 B(r) = (Be(")):>o 有 下 列 形式 


Bi) = Borje ( f ro). (14) 
其 中 (rico 为 确定 的 非 负 函数 (利率 ), 而 风险 资产 (股票 ) S = (Selu, oj)t>o, 其 中 


dSi(p,0) = Si(p,0) (pdt + o«dB,), (15) 


Sole, o) = So > 0. (对 ju, o 和 布朗 运动 B = (B, F b 一 样 . 
设 元 = (3,5) HAMAS, (Br, Fejzo 的 假定 与 84a 中 一 样 ) 
XY = 8. By (r) + "Siu, a). (16) 
我 们 将 假定 , X7 有 下 列 形式 : 


xt F Y (t, $1), 


其 中 5, = Silu, 0) 和 Y(t,s) EC}, 


另 一 方面 , 由 于 于 是 对 于 Y = Y (t, 5) 我 们 得 到 同样 的 方程 © 


dB.(r) = r,B,(r)dt, (17) 


RY ig. 


M —— FS tonnes 
上 考虑 到 自 融资 性 , 我 们 求 得 dE e 


d ( 1 t) 
1 S ' t tw 
t ( 5) 


比较 (5) 和 (18) 中 的 dB 项 , 我 们 再 次 得 到 > OY. 
由 (16), “而 册 中 


~ 1 
ANES ay 


并 且 正 如 推导 (9) 时 那样 , 我 们 看 到 , (5) 和 (18) 中 的 


中 下列 基本 方程 : 对 于 SER, 和 0<t<T 项 将 重合 , 只 要 Y(t 5) a 


at as 9°" agi = (19) 

其 边界 条 件 为 Y(T,S) = f(T,S), SER,. 
现在 注意 到 以 下 这 点 是 有 益 的 : 无 论 是 在 方程 中 , 还 是 在 边界 条 件 中 u= um 
都 不 出 现 , 从 而 Y (0, So) RETF u 初 看 起 来 , REDRESS GR 尽管 
这 一 人 性质 可 以 讨论 , 它 在 下 列 含 义 下 是 可 期 待 的: 不 同 的 投资 者 可 能 对 p Mo HA 


有 不 同 的 偏好 , 而 这 就 是 说 , 价格 过 程 5 = (Soo 原来 的 动态 变化 有 不 同 的 表示 .) 
看 来 , 最 好 的 解释 是 从 “ 驶 方法 " 的 观点 来 给 出 的 , 根据 这 一 方法 , 价格 


Y (0, So) = C(fr;P) = Eg, /(T. Sr) 


(参见 gb 中 的 公式 (2)), 而 对 于 测度 Pr, REFR Girsanov 定理 , 过 程 3 = 
(Sthior 是 局 部 鞭 ， 并 且 dS, = SeardB,, 其 中 B 为 某 个 布朗 运动 . ; 
由 此 可 见 , 价格 CU fr; P) 不 依赖 于 的 值 然而 pi nd 
A, 因为 在 测度 的 绝对 连续 蔡 换 中 ， dg Bu HDI HER E (参见 838 中 
X, (6)). 
4.9 把 上 n des renal 
中 (EE 2) 关于 套利 、( 局 部 ) 寥 测 度 和 完全 性 的 相互 关系 R 
正如 由 所 叙述 的 首先 由 F. Black 和 M. Schol xo 是 由 这 一 
出 的 基于 基本 方程 的 考察 的 方法 ， 全 都 不 要 求 炎 次 测度 的 实现 可 由 所 得 到 的 
性 出 发 ,直接 确立 “最 优 " 对 冲 的 完全 人 性 和 结构 T e) 
解 的 概率 表示 来 导出 ; 比较 第 三 章 53f PO “所 用 的 方法 也 在 其 他 的 有 ail 
在 这 方面 F. Black, M. Scholes FI R- Merton 
结构 " 的 模型 中 有 用 (参见 例如 后 面 的 856) c ii 


?英文 版 中 没有 这 二 第 4 点 . 
ii 


第 七 章 随机 金融 模型 中 的 误 利 理论 连续 时 间 


。 在 债券 扩散 模型 中 的 套利 、 完 全 性 和 对 冲 定价 


$5a. 无 套利 机 会 的 模型 

1、 在 第 三 章 $4c 中 ， 已 经 考察 了 某 些 债券 族 的 价格 的 期 限 结构 模型 ， 特 别 是 
那里 已 经 注意 到 , 在 描述 债券 价格 PET) 的 动态 变化 时 有 两 种 基本 途径 : 间接 方法 
( 取 某 个 “利率” 过 程 = (rlt) 作为 “基底 ” 过程, 并 认为 , P(t, T) = F(t,r(t),7) 
和 直接 方法 (P(t T) 直接 作为 随机 微分 方程 的 解 来 给 出 ) 

这 两 种 方法 导 得 不 同 的 模型 ， 并 且 在 精神 上 与 书 中 经 常 运用 的 下 列 观念 一 样 
: 作 平 ” 构建 的 市 场 ; 对 于 这 样 的 无 套利 机 会 的 市 场 首先 自然 要 阐明 这 类 模型 中 在 
怎样 的 条 件 下 无 套利 , 以 及 在 这 样 的 无 套利 模型 中 怎 件 “明显 ”表示 价格 P(t, 7). 


3. 在 间接 方法 的 情形 下 , 我 们 将 认为 , ( 非 负 ) 利率 过 程 n = (r(b))tzo 为 下 列 随 
机 微分 方程 的 解 {比较 第 三 章 §4c 中 的 (5)): 


— 


i 





dr(t) = alt, r(t))dt + b(t,r(t))aW,, (1) 


它 由 某 个 维 纳 过 程 W = (Wi, Fe)ezo 所 生成 ， (关于 布朗 (MEGA) 渗透 o- 代 数 流 
(Feo 参见 84a.) 我 们 也 将 假定 ， 系数 a = altr), b = b(t,7) 使 得 方程 (1) 有 
且 仅 有 唯一 的 强 解 (第 三 章 83e). 

利率 r+ = (r(t).sa 自然 与 银行 账户 


B(r) = (Bi(r))izo 


Bitr) = exp ( f r(s)a); 人 


正如 在 有 股票 和 其 他 资产 的 情形 下 一 样 , 它 起 着 比较 各 种 债券 的 价值 时 的 某 种 “村 
n" 的 作用 . ( 以 后 处 处 假定 [^ r(s)ds < oo (P-a.s.), t > 0.) 

H PET) 为 某 种 了 -债券 的 价格 (参见 第 三 章 84c), 它 被 假定 为 对 每 个 满足 0 
t < T f t H 多 -可 测 , B. P(T,T) = 1. 以 后 , 处 处 认为 , 对 于 每 个 了 > 0, HE 
(P(t,T) joo 为 可 选 过 程 . 特别 是 , P(t T) 对 于 每 个 > 0 为 Z,- 可 测 . P(t, T) EF 


作为 有 P(T,T) = 1 的 债券 价格 的 自身 含义 , 我 们 也 
我 们 形成 折 现 价格 ; 我们 也 将 认为 0< P(t,T) <b 


相 联 系 , 使 得 


" P 
PT) = E. "ya (3) 
由 关于 无 套利 机 会 的 “第 一 基本 定理 ， 的 断言 


x “具有 
PMI (或 者 几乎 确保 ) 无 套利 机 会 ” (第 五 章 82b), 同时 也 相信 


,我 们 假定 , 在 多。 上 存在 鞭 测 度 , 或 者 | 


0.5. EA loses 
E Se 完全 性 和 对 冲 定价 
D e - 683 
WE Pr, HI 129) PN 
险 中 性 测 E 使 得 Pr Pr (= P|.2;) 以 及 Par | 
(3) 立即 可 断定 ， E) er 为 BB 于 是 由 
Eg, (P(T, T) 2) = PeT), Mer 
而 这 就 是 说 , 下列 定理 成 立 , (4) 


折 现 过 程 PUT), Fier 为 


了 
P(t, T) = ER, [es (- | rs) 中 J 
| . (5 


证 明 由 (4) 和 条 件 P(T, T) = 1 立即 得 到 


ee ee 
Esr Ex |n) ~ Bir) ' 
它 就 导致 表示 式 (5). 
由 (5) TA, 如 果 关 于 测度 P 过程 = (r(t)o 为 Markov 过 程 , 那么 价格 
P(t, T) 可 记 为 下 列 形式 : 


Pr, 那么 


一 一 





P(t, T) = F(t,r(t), T). 

这 时 “无 套利 性 ”对 函数 Fitr T) 自动 加 上 某 些 约束 (参见 以 后 的 56). 

注 1. 我 们 要 注意 , 债券 价格 P(t,T) 不 能 由 银行 王 己 Bir) 和 无 套利 (更 确切 地 
说 , ERA RE) 唯一 确定 . 这 里 所 涉及 的 是， 并 不 能 由 此 得 到 测度 Pr 的 唯一 
性 , 而 这 意味 着 , P(e, T) 通过 依赖 于 可 选择 的 测度 Pr 能 以 不 同 的 方法 来 实现 (表达 
式 (5)). 

我 们 还 要 注意 到 , 如 果 取 代 条件 PTT) 
为 Zr- 可 测 , 而 E; | fr | < oo, 那么 由 (0) RIRE 


— 1 而 要 求 P(T,T) FF fr. 并 且 fr 








Pr | Br(r) » 
fr ) PIA 
5s, (srl) BO 


而 这 就 是 说 ， ; | i 
P(t, T) = Ep, [eC] r(s)ds | | 9 A 
apis. 而 是 一 族 人 
3. 我 们 现在 转向 考察 不 只 是 一 个 固定 的 T-fiB* s 
TT > 
p= (P(t, 7); 05! < beni 


gen 

定义 1 we PHA F = VF HOM Cornen gate 
WU Bs P (BI P, ~ P t> 0) 的 测度 
> 0, 折 现 价格 PET) = gr) 


$m 


O 





wA d 随机 金融 模型 中 的 套利 理 史 ， =a 

为 了 定义 由 银行 账户 B 和 债券 族 P 所 组 成 的 (8,P)- 市 场 的 概念 , TEE 4 
论 这 里 应 该 怎样 理解 组 合 (策略 ). 

定义 2 ([38])，(B,P)- 市 场 上 的 策略 7 = (8,77) EACH es a B= (Burg 
和 { 带 符号 的 ) 有 限 Borel 测度 族 y = (C0 所 组 成 的 二 元 组 , 其 中 后 者 具有 下 
列 性 质 : 对 于 任何 + 和 o, 集合 函数 Y = +, (dT) 为 (Re, 多 ( 民 |)) 上 的 测度 , 其 支 集 
聚 结 在 上 oo) E, 且 对 于 每 个 4e A(R), 过 程 (MA) A. 

4 和 有 下 列 解释 : Be 是 银行 账户 的 单位 “ 数 ", 而 v (GT) 是 在 区 间 (T, T + am 
上 到 期 的 债券 “ 数 ”， 

定义 s. FR (随机 ) 过 程 X" = (Xe jizo 称 为 策略 n 的 资本 : 


xr - ab [ - P(&Y)m(aT). (7 


(BE, 对 于 所 有 t 和 w, (7) 中 的 Lebesgue-Stieltjes 积分 有 定义 .) 


4. 我 们 再 给 出 对 于 (B,P)- 市 场 的 自 融资 组 合 m = (B, y) 的 定义 . 
为 此 , 我 们 将 在 直接 方法 的 指引 下 , 假定 价格 PT) 的 动态 变化 由 有 HJM- 模 现 来 
描述 : 对 于 满足 0D0< 4 上 < 人 和 了 人 >0 的 上 + 和 了 ， 


dP(t, T) = P(t, T)(A(t, T)dt + B(t, T)aW,), (8) 


其 中 W = (Waeco 为 扮演 “随机 源 ” 角色 的 标准 维 纳 过 程 . 对 于 方程 (8) 应 该 附加 
边界 条 件 P(T,T) =1,T > 0. (关于 系数 Alt, T), B0, T) 的 可 测 性 条 件 以 及 方程 (8) 
的 解 存在 条 件 的 详情 参见 第 三 章 §4c). 


考虑 到 方程 
dB,(r) = r(t)B,(r)dt, (9) 
根据 Tto 公式 , 我 们 求 得 
5 P(t, T) 
P(t, T) - 25577 10) 
(t, T) B.) ( 
有 (对 每 个 T EF tf) 微分 
dP(t, T) = P(t, T)((A(t, T) 一 r(t)|dt J- B(t, T)dW,). (11) 


在 扩散 (B, 8)- 市 场 情形 下 , 有 资本 X7 ~ 3B pA 称 为 自 
融资 策略 ， 是 指 t B.B, + o5: 的 策略 T = (8,9) 


dX? = BtdB + dS, (12) 


Bp 


^ m ' í 
Xf = Xj +| PudBu + | YudSu. (13) 
i 0 





En o o 7 CUBE gt 
Mie n UE ines pii ME 

在 所 考虑 的 扩散 (B,P)- 市 场 情形 下 有 法 本 xs aa n 3 
策略 元 = (Y) 称 为 自 融 资 策略 ([38]) 自然 是 指 (D Beo f. PCE, Ts (dt) 的 
i 7 I ) 


ax? = Bed Bfr) 1 
) + 3 
‘ dP(t,T (ar). 





(14) 
它 应 该 理解 为 下 列 含义 : (考虑 到 (8) 
t t oc 
XI X3 4 Í B,dB,(r) di | A(s, T)P(s, T^, (aT) ds 
{ nc 
«f fi Bis, T)P(s,Tyys(ar)| dW, (15) 
如 果 策略 7 = (0,2) 是 自 融资 策略 ,那么 对 于 折 现 次 二 
= X 
X = At (16) 
我 们 求 得 E 
ix; = | dP(t, T)», (dT) un 


正如 在 (14) 中 那样 , 记号 记 法 (17) 意味 着 (考虑 到 (11) 
Xj aX +f Lf aem Š r(9)Pis Tar) |ds 


+ y. n B(s, T)P(s. ryan) dW, (18) 
0 " 


5、 为 了 在 (B, 刀 )- 模 型 中 陈述 无 套利 机 会 的 条 作 我 们 先 转向 各 测度 的 存在 性 
问题 
为 此 , 我 们 再 来 对 于 + > T 定义 函数 AGT) RP 


B(t,T) = B(T, T). E 关于 原 测 度 P 
于 是 由 (11) 直接 可 见 , 为 使 价格 序列 (Pit Tuer HERZ" 


(t, T), & Alt.T) = r(t) 和 


TIUS RADAR LF A: , 
A(t, T) = rit). 
由 (8) 得 到 , 在 这 一 情形 下 ， 
dP(t, T) = P(t T)(rithdt + BE T)dWi), 
(20) 


以 及 
dP(t, T) = pit, T)Blt TW. 


acm 


型 中 的 套利 还 化 . Se 
mung BAD RENE m 


p Mx n 04( T) 
着 虑 到 第 三 章 34c 中 的 公式 04) 和 (15), 以 及 在 假定 (19) pp 我 们 对 


于 fft T) 求 得 下 列 关系 趟 : 





— a(t, Tat + b(t, T)dWe, 


afit. T) 
其 中 P 
a(t, T) = b(t, T) f b(t, s)ds. 
dot (19) 不 满足 , 那么 自然 (类 似 于 股票 情形 ) 可 运用 “Girsanov 定理 " 的 
思想 


| 为 了 我 们 的 目标 ， 下 列 陈述 是 适当 的 . l è 
设 在 有 多 = V 史 的 (2, F, (F:)t20) ERR f WB P 以 外 ， 还 存在 这 样 的 概率 


测度 P: p< P, BJ P, ~ P,t2U. 
ia 和 = EE. 由 于 (Fio 为 布朗 ( 维 纳 ) BB c- 代 数 流 , BRE ERRUER 
定理 (参见 第 三 章 83c 中 的 公式 (22)), 


Y sees ( f ; v(s)dW, — ; f eos) (21) 


其 中 o(s) 为 F.-Y, fo ?(s)ds < oo (P-a.s.) 以 及 EZ, = 1 对 每 个 1 > 0 成 立 . 
根据 Girsanov 定理 (参见 第 三 章 83e), 过 程 W = (We)s>o 如 果 满足 下 式 : 


t 
W, = W, — f p(s)ds, (22) 
0 


那么 它 关 于 测度 P 是 维 纳 过 程 . 因此 , 关于 这 个 测度 P, 


dP(t,T) = P(t,T)((A(t, T) + e(t) B(t, T))dt + B(t, TYW,), (23) 
以 及 

dP(t,T) =P(t,T)|(A(t,T) + e(t) Bt, T) — r(£))dt + B(t, TW: (24) 
(比较 (8) 和 (11)). 


由 此 可 见 (比较 (11), SERE (P(t, Ty), 5 x — 
且 仅 当下 列 关系 式 满足 : Pier 关于 测度 P 对 所 有 T>0 为 


A(t, T) + e(t) B(t, T) — r(t) = 0. (25) 
由 (23) 得 到 , 这 样 ， 


dP(t,T) = P(t, T)(r(t)dt + B(t, T)dW,), (26) 








C" - MAT I momen 
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6. (8, 了 )- 市 场 上 的 策略 T = (有 了 Asta T; 
: — IT X; 
jus Sle P P. (BPR pg ld, NA, JOE) 的 定 
定理 ROBA PD ten T > 0 是 无 套利 的 


ot oe 
dt (25): *7 Uus 有 形式 为 (29) Xi 
那么 对 于 任何 a 20, LEMME ER yo. 
的 类 中 无 套利 机 会 PHARM v (I, > a, + > 0) 


i on 2 
[ p Ble, Talar) ds < æ, >Q. 


证 明 . 在 条 件 (25) 和 (27) 成 立时 , 根据 (18), 过 程 X" L7). A PRD 

由 a- 容 许 性 条 件 (X, > —a, t > 0), X 4G REM. 因此 - Y! 0 5 
A EgXr < 0 对 于 任何 全 > 0 成立. 但 P(X > 0) = P(XE > 0) = Pos 0 =0, 
这 就 是 说 , XT = 0 (P-R P-a.s.), T > 0. 


(27) 


20)21 


定理 得 证 . 
it 2.  A(G,T), B(t,T) 和 r(t) 使 得 函数 
r(t) — A(t, T) 
(Sands (28) 
不 依赖 于 T, 且 对 所 有 t > 0, 
[ (95:252) eco en : 
0 8, 


Y — loc p 如 下 处 理 . 
在 这 些 假定 下 , 在 求 出 有 性 质 PISS p 的 测度 户 时 , 自然 可 eo 
我 们 以 p = y(t) (t < T) iÈ (28) 中 的 函数 uM n etn 3 e 

(Z:)e>0, 并 假定 EZ, —1,1» 0. 于 是 对 于 每 个 t » 0, 有 dP, = 4:4" t 


FWE, 并且 满足 P, ~ Pe- ie 成 立 ), 并 
e~ Pi S S BILLET s <t RL), 
MI (P, t > 0} 是 协调 的 CEE IVA: Porn agg 


且 如 果 存 在 【0, F) 上 的 概率 测度 P, f P = p, iB 
ME. 


PT 
在 所 考察 的 (B, p-ta FIRME T Po get To 
F, 可 取 测 度 Pr, 作为 所 要 求 的 测度 NM 
同样 明显 的 是 , 如 果 Zoo = lim Ze 7^7 - " 

Bz qp 的 测度 巨 将 是 所 要 求 的 有 性 质 ” P ql 


E o) 的 T-A 
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688. 第 七 童 ” 贿 机 金融 模型 中 的 套利 理论 , 连续 时 间 


o 


7. 我 们 引信 无 套利 (B, P)- BS ALT. iH 
遵照 36), [219], 我 们 将 从 (对 每 个 T 关于 t 的 ) A P PUBL IS ae 


JAT) 出 发 ; 


df(t, T) = a(t, T)dt + b(t, T)aW:, (30) 
其 中 
b(t, T) =o > 0, (31) 
a(t, T) - &*(T — t), t « T. (32) 
于 是 (30) 有 下 列 形式 : 
df (t, T) = a?(T — t)dt + odW,, (33) 
由 此 可 得 
f(t,T) = f(0, T) - e?t (r 一 ;) +aW,, (34) 


其 中 /(0,7) 是 工 -债券 的 “今日 " 远 期 利率 , CE (B,P)-HH (在 时 刻 t = 0) 是 已 知 
的 . 
由 (34) 和 定义 r(t) = f(t, 2) 得 到 ， 


g? 
r(t) = f(0,t) + xt + o0W,. (35) 
由 此 很 明显 , 利率 + = (o 满足 下 列 方程 
ð 
dr(t) = (20050 j s) dt + odW,. (36) 


cag 84c 中 的 He-Lee 模 型 .) 方程 (8) 中 的 系数 AG, T) 和 B(t,T) 通过 (33) 
的 系数 alt, T) = o°(T ~ t) f kt. T) = o 以 下 列 方式 来 计算 : 


T 2 
ACD -r()- [at sas+ 1 ( fu T) noo culi 
B(t,T) = -o(T — t). (38) 
这 样 , 在 所 考 
及 没有 套利 . or 模型 中 , 条 件 (19) 满足 , 因而 , 原 测度 P JEU, 
价格 P(t, T) 本 身 可 由 下 列 方程 求 得 . 


dP(t,T) = P(t, T)[r(t)at 一 o(T —t)dW,], t«T, 


EE P(T,T) = 1 的 条 件 下 ， 对 于 每 个 了 > 0 可 解 . 







还 可 如 下 那样 来 运作 : 根据 第 HT 84c 中 的 
T TC PRU (2). 


P(t,T) =e à 
(t, T) »(-f Hea), tgT 


(39) 


由 (34)， 


了 T 
f(t, s)ds = i | | 
I M su (+- ;)| totr a 
T I 


2 
= 0 ae 
| JF (0, sjds + 3 T(T ~t) + a(T ~ nw, 


因此 ， 


T A 
P(t, T) = exp {- | F(0,s)ds — “mr -t) * e(T —t)W, 


_ P(0,T) DRE 
= pon 91-370 -b+efr -bm (40) 





由 此 和 (35) 我 们 求 得 P{t,7 了 ) 的 下 列 由 利率 r(t) RHA: 


P(0, 7) 
P(0,t) ^P 


(比较 第 三 章 84c 和 后 面 的 $5c 中 的 仿 射 模型 .) 
8， 在 上 面 所 考察 的 对 于 利率 r= (rlt), 远 期 利率 f = (f(t 了 )), 债券 价格 
P= {P(t,T); 0 < t < T,T < o) 本 身 的 Tee 模型 中 , 假定 它们 全 由 同一 个 随机 


源 : 维 纳 过 程 W = (Wi)zzo MER. 

在 众多 的 有 关 描述 债券 价格 动态 变化 的 文献 中 aipiga ARA 
个 维 纳 过 程 W = (Wi)e>o 的 是 多 维 维 纳 过 程 iei Meu Lévy id 
P(E, T) 中 的 跳 路 变化 , 还 考虑 引信 其 他 “RUBLE: SOLE i 
程 等 等 . 


2 
P(t,T) = Tu —t)f(0,T)- Sur =? ~(T — arte} . W) 





. DES 
这 里 我 们 仅仅 引入 某 些 其 中 考虑 所 提起 的 nd 
加 专门 文献 (参见 例如 , 论文 [36], [38], [128] geni quete e 
在 [a6], [38] 中 , 为 推广 型 为 (1) 的 rc RT 
型 模型 ; e " 
dr(t) = adt + > Wi + / g(t, z)u (o > | 
" 值 测度 ， ii (W^. ,WY HLL 
Py = u(dt, dz) 为 某 个 在 R+ XN X p 上 的 整数 
下 立 的 维 纳 过 程 


NAM 





600 cme mame RIE. 连续 时 间 
We AA oai e e — 


在 描述 P(t, T) 和 f(t, T) 的 动态 变化 的 模型 中 带 来 的 对 应 变化 如 下 


g i 
dP (4, T) = P(t, T) C 十 3 BTW! ] 
i=l 


| Pt- T) H g(t,x,T)n(dt, dz), (43) 


d ' 
df(t, T) = a(t, T)dt + y v (t T)dW; 


i=l 


" $ S(t, 2, T)u(dt, dz). (44) 
E 


9 现在 按照 著作 [128] 来 考察 某 些 基于 把 Lévy 过 程 当 作 “随机 源 ” 的 某 些 模 型 
为 此 我 们 先 转向 方程 (20), 把 它 改写 为 下 列 形式 : 





dP(t, T) = P(t, T)dH (t, T), (45) 
其 中 
BuT)- | Ír(s)ds + B(s, T)dW,]. (46) 
0 
4 
M B?(s,T) 
H(t.T) = ! (|r - zan ds + B(s, TW, ) (47) 
于 是 (参见 $3a 中 的 (9)-(13)) 下 列表 示 式 成 立 : 
P(t,T) = P(0,T)E(H(.,T)Y,, (48) 
以 及 
P(t,T) = P(0, T)eP (T). (49) 
考虑 到 (47), 我 们 求 得 
wt PEA) 
P(t,T) = E 
=PO, Tjep f T B(s, T)dW, — ; à B? (s, T) ast (50) 


如 果 函 数 B(s,T) (s < T) 有 界 , 那么 我 们 看 到 , (50 dl 
| , (50) 右 端 中 的 表达 式 为 
现在 代替 维 纳 过 程 W = (Wi),>o 取 Levy 过 程 = (1). (参见 第 三 章 510). 我 
们 提出 下 列 问 题 : 应 该 在 怎样 的 形式 下 定义 过 程 疗 (1,T) 和 (t, T), 其 中 假定 代 符 积 


对 确定 性 的 有 界 函 数 B(s T) 的 随机 积分 ea 


P bssan ma: ER ORE Hae, 完全 性 和 对 冲 定价 
和 891 - 


—— 


— 


i JW PRA B(s,T) ÉF a 足够 光滑 那么 还 可 运用 N 维 纳 的 定义 


t 
B(s, T)dL, = BT ' OB 
i (TL, | (TD ds 
G Oa 


[关于 这 方面， 参见 第 三 意 83c, 以 及 与 Lévy 过 程 相 联系 的 著作 [128] ) 
- | 


M. 
A = Al 一 ~ 2. T j 
pl ) ) = 7 0 [e -1- Agí(z))v(dz) (n 


51) 
为 Lévy 过 程 工 = (Li)izo 的 累积 量 消 数 (参见 636) 

这 时 , 我 们 将 假定 ，(51) 中 的 积分 对 于 所 有 满足 DI < 的 有 定义 有 有限 其 
中 c= sup |B(s T) 

XT SSEUI ER AUI p X. 


EeAPe = ete) (52) 


& XT = fi B(s TL, t ST. i X" = (XT er 是 独立 增 量 过 程 , 其 可 料 特 
征 三 元 组 (BX ,CXT ,vX^) 可 按 过 程 L 的 三 元 组 (B^, C^, v^) 来 求 得 (参见 (128 
中 的 第 IX 章 $5a 和 [250]). 于 是 运用 no 公式 , TRA (网 节 参 见 (128) 


EcAXe — exp (/ eAB(sT)4s) 
0 
过 程 (exp (AX? — fy Bl, T))ds)), HERR (tb 8 中 的 (11). 因此 , 为 使 
XR (P(t, T) er HR, 自然 要 推广 (50), 令 


P _ | (B(s, T))ds (- 
Pe, T) = P(0,T)ex»| | B(s,T)aLs ia ( | 


从 PET) 回 到 过 程 P(t,7), 我 们 求 得 ,有 (54) 


HT) <T, T>0 


(53) 


P(t, T) = P(0,T}e 


^R Be Te sie 


BSE | | Bue. d «5 格 (P(t, Tier put ER 
的 (B,p)- 市 场 具有 这 样 的 性 质 : 关于 原 测度 gii n 
在 这 个 市 场 中 a 容许 策略 类 中 无 套利 
运用 联系 A(t, T) 和 Hl, T) 四 全 

c? [" gi(s, TVs 

H(t,T) = H(t,T) + 2r V 


ppu TaN ". 1 


— Bis. TAL.) : 


ocest 








. 连续 时 间 
= pie “随机 金 束 模型 中 的 套利 理论 S 


以 及 ap(t,T) = p(t—, Td (t, T). n 
m: E 的 作者 E. Eberlein 和 S. Raible 研 
3. 由 对 于 P(t,T) 的 方程 出 发 ， 著作 [128] El mi 
ap oti f(t, T) PI e(t) 的 结构 ， 还 引入 了 对 双 曲 Lévy 过 程 的 讨论 , 后 者 是 指 随 
可 变量 [有 双 曲 分 布 的 Levy 过 程 (参见 第 三 章 819). 


§5b. 完全 性 
1. 在 转向 (B,P) 模 型 中 的 完全 性 问题 时 ， 现在 有 益 的 是 回忆 起 , 在 高 散 时 间 
n < N < oo 和 资产 个 数 d 有 限 的 情形 下 ， (根据 “第 二 基本 定理 ") 无 套利 市 场 上 的 
完全 性 等 价 于 鞠 测 度 的 唯一 性 , 也 等 价 于 (关于 某 个 加 测度 的 ) RRA “SBR 3p. 
在 由 m- 维 维 纳 过 程 W = (Wu W) 生成 的 扩散 (B8,P)- 市 场 情形 下 , 第 三 
E sac 中 的 定理 2 的 多 维 类 似 成 立 , 根据 它 ， 每 个 局 部 蔷 M = (Mi, F) BREA: 


m t . 
M:= Mo * 5, f vs(s)dWi, (1) 


i=l 


其 中 多 -可 测 函 数 vl) 满足 
| U2(s)ds < oo (P-as.), t>0. 
0 


正如 在 (B,5)- 市 场 中 的 情形 下 (参见 840), 具有 这 一 表示 式 在 研究 所 考察 的 (B,P)- 
模型 的 完全 性 问题 时 起 着 关键 作用 . 

i To 为 某 个 固定 时 刻 , 而 fr, 为 某 个 偿付 索 求 . 我 们 将 假定 for, AF fni < 
C), 并 且说 , 这 个 偿付 索 求 可 复制 , 是 指 可 求 得 这 样 的 自 融资 组 合 x = (8,7), 使 得 


XT, = fr, (P-a.s.). (2) 
如 果 这 一 性 质 对 于 任何 Ty 和 任何 有 界 .Zr -可 测 偿付 索 求 Fr, 满足 , 那么 说 


(B,P)- 模 型 是 完全 的 . 
设 了 -债券 P(t, T) 的 价格 服从 关系 式 


dP(t, T) = P(t, T) (oa 十 3 Bie yawi) i (3) 


isi 
我 们 将 假定 , 0 < Bilt, T) < C = Const. 


p ABT, 原 测 度 P AEFIA CFARE: 价格 (pu Teer IET 


Tide Y ie U Bis T)P(s, Ts (aT) awi. i 





— NEN 
— MURUS tetas 


M, = n | 
T4 (者 |^). t< Ty. 
于 是 对 于 M = (Mo Fe), 表示 式 (1) 成 立 , 并 且 由 与 (4 
融资 组 合 T 的 资本 X, (<T) 复制 什 MitS Th 


(5) 


) 比较 可 见 ， 为 了 借助 于 某 个 自 
充 要 条 件 为 ([38]) ((dP x dt)-a.s.) 


To 
tilius f B.(t.T)P(t,T4.(qr) 


对 于 i=1,…,m 和 < 了 To 成立 . 
如 果 解 {yi (dT), t < To, T < To} HE, BA, 4 


(6) 


To ^ 
B; = m- | P(t, T (4T), (n 
我 们 求 得 , 组 合 m = (v) 将 为 自 融 资 , 并 满足 
x LL Mi, t < To. 


NIIE, XS, = us, TOULI, X = fn (Pas), MT RHI 


2. #4 ([36], [38])， 设 在 (B,P): 市 场 上 只 有 有 限 d 种 债券 其 到 期 时 间 分 别 为 
T,,-.- ,Ts (从 而 , 测度 x(dT) 的 支 集 只 可 能 到 积 在 点 (Ti) (13) E) "E 
机 源 ” 的 个 数 为 m, 故 直观 上 很 明显 ， 为 使 偿付 索 求 fro 可 复制 , 应 该 有 足够 大 的 人 
券 数 d, 它 显然 不 小 于 “ 源 ” 的 个 数 m 

设 d= m. 于 是 方程 组 (6) 有 下 列 形 式 : 


; P ) (8) 
x(£) = Bit, TPE Tt) 
p(t) 2. 
Hh ici... se 1B, (4, 7;)] I 
a a ER 对 于 每 个 t+< T gp Rus i M LE l 
W, 
Ax 
如 果 mm = a= 1 那么 方程 组 (8) 转化 为 


yi (t) = p, (t, n)P T liT h: 


由 此 得 到 MF t< Th, ali) | 
sn» = ganem 


并 且 当 Ty «t « Ty 时 , X np? 


pe 


c 
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Wim MURRUDSEHEP SANA 0 
§5c. nae Hy SR ORS HO RC 7 
RESET HE BOL 方程 来 描述 债券 价格 PCT) 动态 变化 的 直接 方法 ( 参 
WR, §5a), 在 间接 方法 中 假定 ， 价格 P(t,T) 有 下 列 形式 : 





P(t, T) = F(t,r(t),T), (1) 


其 中 v(t) WHET AR”, 它 照例 被 理解 为 非 负 值 

在 描述 债券 价格 演变 的 论证 中 ， 闻 接 方法 (1) 是 最 先 为 直接 方法 让 路 的 方法 之 
一 (特别 是 在 理论 著作 中 ) 但 是 尽管 如 此 , 从 获得 简单 解析 公式 的 视角 来 看 , 基于 仿 
定 (1) 的 方法 并 没有 失去 其 价值 ， 并 且 仍 然 是 流行 方法 之 一 

2. 应 该 立即 强调 ， 这 一 方法 仅 当 假定 利率 过 程 = (r()i20 为 满足 某 个 随机 微 
分 方程 

dr(t) = a(t, r(t))dt + b(t, r(t))aW, (2) 

或 者 “ 带 跳跃 的 扩散 " 型 方程 (参见 第 三 章 84a 中 的 方程 (6)) 的 Markov 过 程 时, T 

我 们 将 假定 , 对 每 个 下 > 0, 函数 FT = F(t,7,T) 为 (P t Mr 89) C 类 函数 
于 是 





OFT OFT 1,,0 FT OFT 
ar? = (T ar tg 2 E: Jeto gy We (3) 


假定 FT > 0, 我 们 把 这 个 方程 改写 为 下 列 形式 {比较 $5a 中 的 方程 (8): 





dF? = FT (AT (t,r(t))dt + BT (t,r(t))aWA) , (4) 
其 中 
OFT + ,2F* 十 i 40? FT 
AT(t,r) = op E, (5) 
以 及 
ore 
BT zu Oh. 6 
(tr) = Or. (6) 


为 求 得 对 函数 FT 的 补充 条 件 (除了 显然 的 条 件 FT 
| ne (T, r(7)) = F(r,r(7 T) 
P(T,T) = 1 以 外 ), 我 们 将 从 所 求 的 (BP) aE are Ba) 场 这 点 出 发 . 于是， 
把 (4) 与 85a 中 的 (8) 相 比 较 , 并 考虑 $5a 中 的 关系 式 (25), 我 们 看 到 ， 为 了 满足 天 
套利 性 , 必须 求 得 函数 p(t), 使 得 对 于 所 有 满足 i<T 的 t 和 人 有 下 列 关系 式 : 


AGr 
Bray RM): 


(根据 G5a 中 的 (21), 按 函数 p = p(t) 可 构造 BRNE” P.) 


(7) 


nn 


5， 在 债券 扩散 模型 中 
— Maius 的 套利 、 完 
SHEN. Sets 
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A E (5) 和 (6), 由 (7) 导 得 下 列 结论 PREM pr pts 
基本 方程 MFT = FinT) (r0) we 
OE + {a4 2d + nd n 
其 边界 条 件 为 F(T,nT)-LT»0r2042 1j 
场 无 套利 . A PIT) = F(E r(t), T) $ (B, p). 

方程 (8) 非常 关 似 于 股票 情形 下 的 对 溃 价 格 的 天 

- . 0 ` , 的 基本 ad BAr f 
然而 在 这 些 方程 之 间 的 原则 差别 在 于 (8) 中 加 入 了 MK» : utes te a 
假定 来 唯一 确定 ， 而 必须 先 验 地 来 规定 上 而 已 和 注意 到 iQ c ion 
P. 对 它 的 选择 在 实质 上 等 价 于 选择 某 个 “风险 中 性 ”测度 NE RRATCAÉ 
表示 式 在 所 考察 的 (有 ,P)- 市 场 上 “起 作用 ". n 


(8) 


3. 追随 第 三 章 §3c 中 为 Kolmogorov 正 向 和 倒 向 方程 以 及 偏 牧 分 方程 的 解 的 概 
率 表示 而 提出 的 记号 (1), 我 们 记 


0. 134 Cw 
L(s,r) = (a(s,r) + (8)b(8,7)) a + 3! (s.r) 55 (9) 


算 子 L(s,r) 为 满足 随机 微分 方程 
dr(t) = (a(t, 7{t)) + p(t)b(t, r(t))) dt + b(t, r(t))dW, (10) 


的 扩散 Markov 过 程 = (r())io HERT 
把 方程 (8) 改写 为 下 列 形式 : 


OF pis) F-rF, SST, (11) 


S 


我 们 察觉, 这 个 方程 属于 (对 于 扩散 过 程 "= 
第 三 章 83f). 

这 一 有 边界 条 件 F(T,7,T) =} gy eT 
中 的 (19^), 细节 也 参见 例如 , [123], 170), | 


C» 
Wau i 
F(s,r, T) = Esr [e l F 
} 布 的 数学 期 望 


其 市 上， 为 关于 满足 条 件 ro) 二 的 过 种 UID qu qo PSU TD 
我 们 察觉 由 无 套利 思想 得 到 的 公式 0 5t 


完全 一 致 , 因为 在 Markov 情形 下 ， 
(C com) |» 
A1" s 


T 
E (o (-/ € 


(i 的 ) Fama Koc iA (BIE 


下 列表 示 (比较 第 三 章 ji 


(12) 





ee 


i 
1 





论 . 连续 时 间 
" wx magma SENM 8 
ee Hi 


—À 


4, 现在 注意 到 以 下 这 点 是 有 益 的 : 在 第 三 章 84a 中 考察 的 所 有 随机 利率 的 动态 以 及 
模型 (参见 (7)-(21)) 都 是 有 关 型 为 (10) 的 扩散 Markov nA 
广 此 模型 的 区 别 主要 是 由 它们 的 作者 在 这 样 两 方面 的 田 | 起 的 : 一 方面 要 
-解析 研究 : 男 一 方面 又 要 与 观察 数据 相符 ， 
[Sede sdc 中 , 已 经 注意 到 使 得 下 列表 示 式 成 立 的 ( 仿 射 ) 模型 的 子 类 (|36|， 


i38), [117], [119|) 相当 重要 , 且 便 于 解析 研究 : 


因此 ， 


以 及 
F(t,r(), T) = expfa(t T) - rO T) (13) 


其 中 alt, T) fI b(t, T) PL pd 55 N 
在 所 指出 的 著作 中 引 人 的 仿 射 模型 的 著名 例子 为 用 下 列 方式 得 到 的 模型 
假定 在 (10) P, 


a(t,r) + e(t)b(t,r) = a(t) + raz(t), 


以 及 
b(t, r) = V by(t) + rhb2(t). 
于 是 方程 (8) 有 下 列 形式 : 
ai + (a; + ray) + 5 十 rbn) 2 ar, CER (14) 


如 果 对 F(T, r, T) = 1 的 形 为 03) 的 该 方程 求解 ， 那么 我 们 求 得 ，a(t,T) 和 
B(t, T) 必须 由 下 列 关系 式 根据 as (t), az(t), b(t) 和 ba(t) KHE: 


ð 
2 + a8 — sha? ==], f(T,T)-90, (15) 
以 及 
0 
-3 a(T,T)=0. (16) 


方程 (15) 为 Riccati 方 程 . 先 求 出 它 的 解 (iT), 然后 由 (16) 求 出 alt, T), 就 可 
导 得 由 所 求 函 数 alt, T) 和 B(t, T) 的 仿 射 模型 (13). ! P is 


例 . 我 们 考察 Vasicek ew (参见 第 三 音 $4a 中 的 (8)): 


dr(t) = (a — br(t))dt + cdW,, 
其 中 55,5 和 5 为 常数 . 
于 是 由 (15) 和 (16) 我 们 求 得 


ap 
Ot - bg = —1, B(T,T) = 0， 





S EARN RU ae 完全 性 和 对 冲 定价 


Oa 


- 1 
| 2 sad cas 2 
à P-P, aTT =g 


B(t, T) = ; (1 z en a 


| z T " T 
a(t, T) = 3 B (s. Tis -a | B(s, TMds 
t 
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第 八 章 随机 金融 模型 中 的 定价 理论 . 
连续 时 间 
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CORO UG a C4 T7 ed en nd 699 
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ci 713 
ea ho *-^ 725 
j2c. KAPENE EMEGE. o o o Lise 727 
a A Ee T T 729 
3. 在 扩散 (B, 5)- 股 票 市 场 中 的 美式 期 权 . ARRAYS (AUR ATE 2 738 
ja. FARAZ EVEE-RSA ees 738 
Sab. 最 优 停止 问题 和 Stephan MM.  ，.， m 
Be, 对 于 标准 买 人 期 权 和 标准 卖 出 期 权 的 Stephan 问题 o 744 
43d. 欧式 期 权 和 美式 期 权 的 价值 之 间 的 关系 ERY fer i PR 747 
4. 在 扩散 (B8,P)- 倘 券 市 场 中 的 欧式 期 权 和 美式 期 权 we ERE 750 
baa. 关于 债券 市 场 中 的 期 权 定 价 的 争论 2000000 oL usus 1% 
$4b. 单 因 子 高 斯 模型 中 的 欧式 期 权 定 价 ME C Mee E 753 
NR 


‘ 
x LI 
EU AS S". 4 ge. d: o v Rr 





1， 在 扩散 (B, s) 
——— —— IR E T eet iy 


1 在 扩散 (B, 5 股票 市 场 中 的 欧式 期 权 


gla. Bachelier 公式 
1. 在 思路 方面 , 本 草 的 有 关连 续 时 间 的 材料 以 
收 时 间 情形 的 叙述 相 联系 最 直接 的 方式 与 第 六 章 中 对 于 离 
这 时 , 我 们 的 主要 兴趣 在 期 权 ， 以 此 可 很 好 解释 套利 理 
站 续 时 间 金 融 模型 中 的 计算 来 说 的 作用 和 能 力 。 ”0 < 和 随机 分 析 广 法 对 于 
2. 以 前 (第 一 章 82a) 已 经 注意 到 , L. Bachelier aix: 
价格 的 动态 变化 (参见 [12]) 而 采用 了 “随机 游 走 及 其 极 
天 的 语言 来 说 , 无 非 就 是 布朗 运动 . 
L. Bachelier 认为 , 股票 价格 如 同 布朗 运动 一 样 波动 他 由 此 引入 了 某 些 当时 在 
法 国 出 现 的 期 权 的 (合理 ) 价格 的 一 系列 计算 ,然后 把 它们 与 实际 的 市 场 价格 相 比 较 
下 面 引入 的 公式 (5) 是 L. Bachelier (12] 的 著作 中 的 一 系列 "期权" 结果 的 模型 
化 文本 . 这 也 说 明了 为 什么 称 它 为 “Bachelier 公式 ". 
在 线性 Bachelier 模型 中 , 假定 (B, 3)- 市 场 如 下 构建 ; 银行 账户 B= (Boer 不 
随时 间 改变 (B, = 1), 而 股票 价格 S = (Sier 用 带 漂移 的 线性 布 表 运动 来 描述 


疑问 是 最 先 为 了 描述 股票 
限 样式 " 的 方法 , 后 者 用 今 


S,=SotpttoW,, t<T, (1) 


2 i 过 程 (布朗 运动 )， 
其 中 W = (Wooo 为 给 定 在 某 个 概率 空间 (0.9, P) 上 的 标准 维和 

在 这 一 模型 中 价格 也 取 负 值 ， TE AER ERAT 
管 如 此 , 对 它 的 考察 仍然 有 其 各 种 视角 下 的 意义 : 它 是 历史 上 第 一 个 扩 炒 模型 
BUS. 它 既是 无 套利 的 , 又 是 完全 的 (参见 第 七 章 ) 


Z, = exp ($m = 的 | (2) 


且 由 P. 零 概率 集 完 
并 设 多 为 由 维 纳 过 程 W, (s < t) 的 值 生成 的 eA <T 
备 化 . 


(3) 
dg a As 5. /比较 第 七 章 ia 中 的 (8). 

JU py = P| Fr. 我 们 在 (0, Fr) LEM MILI "a 
我 们 察觉, 在 所 考察 的 模型 中 , WE PET og gc (Sir ATTI 


第 5 4t), 即 该 测度 具有 这 样 的 性 质 ; Pr ~ 
y Girsanov 定理 (第 三 章 §3e 或 者 第 七 章 b) (4) 


E ve a oW t € TI Pr? 
Law(So + pt 4 0Wii! € T|Pr) e tani 





ED 


DÀ 


定理 (“Bachelier 25 (y, 在 模型 (1) 中 , 有 偿付 前 数 fr = (Sr — K)* 的 标准 区 
式 买 入 期 权 的 合理 价格 Cr-C(fr P) 为 


ECT" 








其 中 





l eF, 6(z) = / . e(y)dy. 


"NER (6) 


证 明 . 如果 分 析 da, 4b 中 的 定理 证 明 , 那么 可 以 察觉 , 它们 对 于 84a 中 的 E) 
价格 模型 (5) 所 陈述 的 断言 对 于 所 考察 的 模型 (1) 仍然 成 立 ，(§4b 中 的 “关键 公式 
(14) 现在 取 形式 为 了 = Zp (* nA) 其 中 Z, 来自 (2).) 从 而 , 在 这 一 情形 下 
(B, S) 市 场 是 无 套利 .完全 市 场 , 并 且 合理 价格 


特别 是 ， 3j So = K 时 ， 


Cr = E(Zrfr) = Eg, (fr). (7) 
Hi (4) 和 维 纳 过 程 的 自 相 似 性 质 ， 
Es, (Sr 一 Ky = Es, (So + pT +aWr — my" 


= Ep, (Sy — K +0Wr)* 
=E(So — K +o V TW,)*. (8) 


我 们 察觉 , 如 果 € 为 有 标准 正 态 分 布 (0,1) 的 随机 变量 , 那么 对 于 a €R 
b>0, 


E(a + b£)* = Ja (a +br)p(x)dx = ab (5) + 28 ZP(Z)d7 


= at ( jf. Mela) = ae (7) + bp (2). (9) 
& 
a= So ar K, b= oVT, 
由 (7), (8) 和 (9) 我 们 得 到 所 要 求 的 公式 (5). 


3. 我 们 将 以 元 = (8,5) 表示 ( 自 融 资 类 中 芯 
y XT 一 Cr, 
共有 偿付 函数 fr 的 可 复制 性 质 即 设 X3 = fr id Sd e 


1， 在 扩散 


E — — — 3^8 0» E 
由 第 七 章 Sab 得 到 , 这 一 策略 的 资本 x BE un mu 
= (Xr her 为 
Ap FS (fr | 2), 


i E | Ti 

由 于 fr = (Sp — K)*, 故 由 过 程 s - ‘Steer 的 Markoy 特 y 
VIA KOY {iF 

X? = Es ((Sp—K)*| gy 

= Es, (((S, — K)4. (Sr ~ $))* 1s) 


= Elo +W) = a (5) «s (2). 


EP a= S- K UR b=aV/T —¢. 
WFO<t<TMS>0 i2 


(11) 








Cit, 5) « (S — Ke (35 E tovT -ty J-XK 9 
ovT =) (=) us] 
于 是 由 (11) TA, X7 = C(t, S). 同时 ， 
dX7 = Hds (13) 
把 1t6 公式 应 用 于 Ci, 5,), 我 们 求 得 


0c . 1 eFC" 23 
dC(t, S,) = 555 x + 50 ^ (14) 


比较 (14) 和 (13), 并 把 推论 1 应 用 于 Doob-Meyer 分 解 (第 三 章 $5b), 我 们 断定 


ac 5 
w= Fa (ts 59. (15) 
对 (12) 的 右 端 求 微分 以 后 , 并 作 简单 变换 , 我 们 得 到 
, S-E) (16) 
4-29 (A 


对 应 的 值 3, 由 下 列 等 式 来 确定 : 
C(t, = Be + hse 


换 句 话说 ， (18) 
A, = Cit, 50 -WS 


(17) 


性 虑 到 (12) 和 (16), 我 们 求 得 shi (19) 
S-E) vi-t 


& - -Ke (o T^ 
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第 八 童 “随机 爹 融 模型 中 的 定价 理论 . 连续 时 间 
9, Bis D FIRA. 


站 M Tit), 和 
值得 注意 的 是 , ETT PO 于 是 由 (16) 和 (19) 可 见 , 当 


假定 . 在 奖 端 时 刻 了 的 邻 域 中 股票 价格 S, > K. 
:TT WY, j 
r 71, fee: (20) 
如 果 5S, < K, 那么 当 (1T 时， 

Yı — 0, B, 一 0. (21) 
这 些 关系 式 的 每 一 个 都 是 完全 自然 的 . | 

事实 上 如 果 在 时 刻 T 的 邻 域内 , S, < K, 那么 偿付 函数 fr = 0, 并 且 显 然 , 其 
权 出 售 者 只 需 在 时 刻 下 有 等 于 零 的 资本 XT, 它 在 性 质 (21) 满足 时 将 满足 . 

如 果 在 时 刻 T 的 邻 域 中 价格 S, 满足 S, > K, 那么 fr = Sr- K, 并 且 期 权 出 
售 者 应 该 有 资本 X = Sr 一 K. 由 于 XT = Boc BRANES, 当 (20) 满足 时 
出 售 者 得 到 所 要 求 的 数额 , 因为 XT = 5-0 - Sr — K. 


81b. Black-Scholes 公式 . I. BES 
1. 正如 上 面 已 经 注意 到 , 线性 Bachelier 模型 


St=Sotput+oW, (1) 

首先 有 价格 s, 可 能 取 负 值 的 缺陷 . 
更 现实 的 是 几何 布朗 运动 (又 称 经 济 布朗 运动 , [420]) 模型 , 其 中 价格 表示 为 下 

列 形式 : 
S, = Soe”, (2) 
其 中 
2 
H, = (u-F) trom. (3) 
换 句 话 说 ， 

Gi m Sgen F )teo (4) 


应 用 Tto 公式 (第 三 章 $3d), 我 们 求 得 


dS, = S(udt + odW,). 


经 常用 记号 方式 把 这 个 表达 式 记 成 下 列 形式 ， 


dS, 

p, TPA + odW,, 
以 强调 它 与 下 列 公 式 的 类 位 . 

1 AS, 

S... A Fens 


ee 








1， 在 扩散 o.s. 
E o OP POE 


这 一 公式 例如 在 前 面 

£1e). 
几何 布朗 运动 模型 (2) 是 1965 年 由 P. Samy 

RE RU Black-Merton-Scholes 模型 的 基础 而 后 

46] 中 得 到 的 有 偿付 函数 fr = (Sp ~ k) 

的 Black-Scholes AFAR R. 


2. AF, 我 们 将 考察 Black-Merton-Scholes n (B.S 
B = (Biz 如 下 演变 : 
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离散 情形 
情形 下 的 Cox-Ross-Rubinstein 模型 中 运用 (参见 第 二 章 


在 著作 [420] 中 提出 的 , 正 
后 一 模型 与 1973 年 在 著作 44 和 
SLIME AEL asm pada A 
) 模 型 , 其 中 假定 撒 行 隧 户 


dB, = r B,dt, 
而 股票 价格 S= (Sio 遵循 几何 布朗 运动 : 


(5) 


dS, = Si(udt  adW,). (6) 
这 样 一 来 , 设 

B, = Boe". (7) 

EN m a 


定理 (Black-Scholes AR). 在 模型 (5)-(6) PARRER fr = (Sr - KI" A 
标准 欧式 买 入 期 权 的 合理 价格 Cr = Cr P) 由 下 列 公式 来 确定 : 
I$ «T(r- £) 
ev T 





In 9 4- T(r  £) E 
cr sa (PEED) -xe $ 


特别 是 , 当 5, — K fr-08, 


JT (10) 
Cr = So (e (£) 
T 1a 中 的 公式 (6)). 
"R$ T— 0 wt, Cr ~ Koy x ny 3t gignit PSA. EM 


t y * 
WEAR. 在 著作 [44] 和 [346] et 


省 出 另 一 个 证 明 , qz E AIO “BTR 


运用 与 上 节 中 同样 的 或 类 似 的 记号 , Jy au 
T 
ar - eo [- 7 i( " 


— " im. 
FAR By yee (2, Fr) 上 的 满足 dPr = sai 


Oo 





SUR 关机 金融 模型 中 的 定价 理论 ， 连续 时 间 


一 一 一 一 


—— 


HUE Girsanov 定理 (第 七 章 83b), 有 We = W + +E 的 过 程 W = (W,) 


是 关于 测度 Pr 的 维 纳 过 程 ， 而 这 就 是 说 ， | ' 
Lawiut + oWi;t < T|Pr) = Law(rt + cW,t € T|Pr) 


= Law(rt - oW.;t < T|Pr). 


因此 ， 


于 tows, 
Law(5,;t < T{Pr) = Law (see? st S T Pr) 


dae (sce nma < T| Pr) l (13) 


由 第 七 章 84a 中 的 定理 得 到 , TER s 72S2du < co (P-a.s.) 的 0- 容 许 策略 r = (8,4) 
的 类 中 合理 价值 Cr = Clr: P) 由 下 列 公式 来 定义 : 


in 


由 于 在 所 考察 的 情形 下 , fr = (Sr 一 K)*, M (12) 和 维 纳 过 程 的 自 相 似 
性 质 (Law(W7) = Law( V TW; )), 我 们 求 得 


fr _ 
Pr Br 


Cr= 


Cr = BoEg, 7- — €" Eg, (Sr — K)* 


(u- e )T+oWr - K) x 


iod: 
十 
= e "T Ep, (see g )T+aWr -K) 


= eT Ep, ( sel-r)reov T x) 


= eT Ep, (Spee TTHovTM _ x)" 


vet eae ean, (14) 


其 中 


a= SeT, b=avT, E~ N (0,1). (15) 
简单 的 计算 指出 ， 


| i). (16) 
从 而 , 由 (14)-(16) 得 到 ， 


Cr = Sob (ire) - Ke T4 (Li) i 


= EYE (Bs 


— Pin 
ns 
E 


Y a= Soe? 和 b= 
" s — Black-Scholes 公式 
定理 得 证 . 


注 1. WRS 


So , 
ys = DR+T(rsS) 


oyT 


那么 公式 (9) 可 取 更 紧 资 的 形式 : 


Cr = Sab(y.) - eT e(y ) (17) 


B Pr 为 有 供 付 函数 fr = (K - Sr) 的 标准 欧式 科 入 期 权 的 合理 价格 那么 
由 于 


Pr = Cn ^54 Hat 


(比较 第 六 章 44d 中 的 “ 买 人 - 卖 出 期 权 平价 ' 恒等式 (9), i 


Ps 





In a +T(r+ = 


am) 


(18) 









或 者 
(19) 


-me(-y-)- 


Pr = -Sob(-v«) * Ke 


收容 许 策 


中 的 证 X ARE 
3. 所 考察 的 模型 为 了- 完全 的 anni oe xg RIAU Jr 


MF = (六 习 ， 使 得 其 资本 x* = Oir P 


xja pe Pat} 


(0 d 
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根据 第 七 章 84b 中 的 定理 ， 
-r(T -t)E. = + F, 
XT = B,Eg, (至 Ea =€ (T Es ((Sr K) | ) 


ST xw 
i er T-9Es, Sı s K) 四 


+ 
e-"(T-DEs ( Get- Tt) tow -Wi) _ K) | 7.) 
= Pr 


s) 


i 
2 yT-4)e(Wr - Wi) T 
= e "T-V Ep, ( Se“ TN = K) |S 





( 
= e "(THEs prune À K) + 
» T 


— or(T-OE (ers ky |s) 
= ente ( (a$ K) s). (20 


其 中 
a= S,e (T9, b oVT —t, E~ N (0,1), 
这 时 5, 和 € = Wr -Wi 关于 原 测度 P 相互 独立 . 
考虑 到 公式 (16), 由 (20) 我 们 求 得 , 价格 C(t, S) = XF 由 下 列表 达 式 确定 : 


C(t, 5,) 25,9 (CERE 


OV 了 一 上 
EE E NEES, 
— Ke" (T-0 K 1 21) 
à 0 po de a | 
这 样 , 如 同 $1a (参见 第 3 点 ), 可 确立 , 对 于 最 优 对 冲 组 合 元 = (Ba Teer 有 
Ye = a St). (22) 
由 (21) 经 过 简单 的 变换 , 我 们 求 得 
una (BRC aaa) (23) 
oVT —t 
(比较 Gla 中 的 公式 (16)), 并 由 于 B, +75, = Clt, 5,) Bt 
P te (s # + (T(r 一 多) (24) 
Bo ovT —t i 


T Tep agah 0€ 5 <1 B, 总 是 负 的 , 而 这 意味 着 总 向 银行 账户 贷款 ,但 
g; <A 


正如 在 Bachelier 寞 型 情形 中 那样, 这 里 也 有 gia 中 的 性 质 (20) 和 (21) WE: 


L EPR (5 sg. 
O R Ut ga 


如 果 L1TT 以 及 在 时 刻下 的 邻 城中 价格 9 K AR 
t > MZ 


WS, 一 Sr, A.B, -—K 
以 及 
如 果 tt TURE AT EARI b Yi S< K, 那么 


Ns: > 0, ÁB, ~ 0). 
ik 2. 上面 考察 的 价格 C(t S) BÉ dU WE RU 
参数 r 和 
强调 这 一 依赖 关系 ， 我 们 将 把 这 一 价格 记 为 C = C(t,s,r,a) (其 中 S, = 9). en 
在 实际 中 , 经 和 党 很 重要 的 是 有 关 价格 CGU s. r,a) 关于 参数 Ls rio PEE “ee 
感度 " 的 表示 式 . 这 种 “敏感 度 ” 的 标准 度量 是 下 列 量 (参见 例如 , (36) 和 (415): 


(字母 V 在 这 里 是 作为 “vega' 引入 的 .) 
在 Black-Scholes 模型 的 情形 下 , 由 (21) 我 们 求 得 
= AE) _ per T-t), 
MN CLER 
A = O(y.(T - t)), 
p= K(T — t)e *U"e(g-(T - t), 
V = sly, (T-t) VT - 5 


其 中 1 _s?/2 
eats Tet 
ine + (TH+) 
_ mgt Tee 
T-1)-7 T-! ! 
n 的 aa RIERA ERT 
4. 在 (14)-(16) 中 给 定 的 量 Cr 857 (“numéraire” ) ; 


通过 适当 选择 在 第 七 章 SIb PRUE rcg 
为 此 , 我 们 把 有 fr (Sr -O BR ， 
| T er cag Er B aero m 
Cr - aug ge HEN 2 K) 
-rT Eg, IST > . 


S - Ke 


Mx v.e 


7 
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: TOS - — ne 


为 计算 BoEs 下 JSr > K), RETSLARER Z = (Zoe, 


Zi "à Bi By (27) 


重要 的 是 要 注意 到 , 过 程 Z Qe W 测度 Pr) BER H Es, Zr = 1. 从 而 , 可 通 


过 令 DE 7 
dPr = ZrdPr (28) 


引入 新 测度 Pp. (在 著作 [434] 中 , 测度 Pr 称 为 (关于 Pr BO) 对 偶 轩 测度 .) 
由 (7) 和 (8), 


Z d Qo Wear S < HG 
gb W,- Ww, E "(t T) 为 关于 测度 Pr 的 维 纳 过 程 . 

根据 Girsanov 定理 (第 三 章 $3e 或 第 八 章 $3b), 容易 验证 , 关于 测度 Pr, 下列 
过 程 是 维 纳 过 程 : 





Wi =W, -ot (w+ (525 -2)1). L<T. (29) 
考虑 到 所 引 人 的 记号 , 我 们 求 得 
BoEg, EE (Sr > K) = SoEs, ZrI(Sr > K) = SoEp, I(Sr > K), 
从 而 , 由 (25) 得 到 
Cr = SoEp, I(Sr > K) - Ke TEs, I(Sr > K). (30) 
类 似 于 (12), 


Law(Sy t < T |Pr) = Law (se - Dem, <T| Pr) 
= Law (ae )troWe eT Pr) 
= Law (Soete eg ERI Pr) ; (31) 
特别 是 , IR. € ~ HV (0,1), 那么 
Law(Sr | P) = Law (ss C77 „e? VTE | Pr) : 
由 此 得 到 
Es I(Sr > K)— à (STO (32) 
JT 


ag 


由 (30), (26) 和 (32), 正如 在 这 一 点 dh 
8choles 公 式 的 有 点 新 的 推导 . 开始 所 指出 的 , 我 们 得 到 对 于 Cr ff BI 





1， 在 扩散 (2,5). 

gic. Black-Scholes 公式 . 11. 基于 基本 方程 角 

1. 现在 我 们 介绍 期 权 合约 的 合理 价格 的 Bg。 vem 
p. Black 和 M. Scholes [44] 和 Merton [346] 在 i 

当然 , 在 这 里 对 这 些 作者 来 说 , 首要 的 问题 自信 
间 明 了 的 卓越 思想 在 于 , XE ML E en 
的 初始 资本 的 最 小 值 

形式 上 , KA PINAL. 

假设 所 考察 的 欧式 期 权 合约 有 执行 时 刻 T Rope e 

于 是 这 样 的 在 满足 0 < 4 < 的 时 刻 4 签约 的 期 权 合 约 的 人 二 


公平 ) 
f F. Black, M. Scholes 和 R. Merton 的 定义 ) 理解 为 欧式 完善 对 冲 价格 ) 价格 ( 根 


LER Hy 
| $ 他 们 的 简 
期 权 出 售 者 有 可 能 构建 对 冲 绍 人 


Ctr] = inf(z: 3r, 使 得 Xr = z A XT = fe (P-a5))]. (1) 


(比较 第 六 章 §1b 和 第 七 章 §4b 中 的 相应 定义 ; ME Con 以 前 也 记 为 Cr 

一 般 来 说 , 是 否 存在 完善 对 冲 在 先 验 上 并 不 明显 

由 第 七 章 884a, b 中 的 结果 得 到 , 在 所 考察 的 (B,5)- 市 场 的 模型 中 , 这 样 的 对 冲 
实际 上 是 存在 的 , 并 且 Y, = Cu 重合 于 量 Bs, (£ |7), 其 中 Pr ont, 
它 也 是 在 S1b 中 给 出 的 推导 称 为 “ 拷 推 导 " 的 原因 . 

feb “BR” 方法 以 前 的 著作 [44], [346] 中 , RE Yi = Cun 的 计算 方法 是 不 同 的 
它 如 下 形成 . 


由 于 无 论 是 过 程 S = (Sio, HALRB fr = Sr- H “Markov” 
特征 , 自然 假定 多 ,- 可 测量 Y, 只 依赖 于 值 S 
y= Y (t, St). 
1 确切 地 说 , YE 
在 同时 假定 (0, T) x (0,00) 上 定义 的 函数 = P in GE 
Ch) 的 条 件 下 , 著作 [44] 和 [346] 的 作者 得 到 下 列 
oY oY n 15 91 zrY, (2) 
dt + r$3s 2 as? 
Rim (3) 
g (19) 
OTR (2) 的 推导 在 第 七 章 84c 中 给 出 ; uri y 0,5) 的 公式 ) 在 于 求 出 
là ig 向 Black-Scholes 2* 的 途径 上 的 下 一 步 
"IBS (2)-(3) 的 解 ， 
方程 (2) 属于 Feyman-Kac 8 2:8 (参见 第 


程 的 标准 技巧 来 求解 
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我 们 引入 新 变量 
0 = a^(T = t), 


c? | 
z u$ (r- | Tat, 


v(8,Z) = e" ?Y (t, 8$). 
在 新 变量 下 , 问题 (2)-(3) 等 价 于 问题 


— a o ee 3 


V(0, Z) (e? - KY. 


(7) 
(8) 


Ji & (T) 是 热传导 方程， 而 根据 第 三 章 83f 中 的 公式 (17), 问题 (7)-(8) 的 解 由 下 列 


表达 式 来 确定 : 
T V(8, Z) = E(ews+2 — K)*, 


其 中 W = (Wo) 为 标准 维 纳 过 程 . 
记 
a=e4*?, b=V0, €~.N(0,1). 


于 是 


应 用 81b 中 的 公式 (16), 我 们 求 得 


E (e+? KY "ene (Z-REN My: (E 





最 后 , 考虑 到 (4) 和 (5) 的 记号 , 由 (6) 和 (11) S48 
Y (t, S) =e"? “yg 7) 
bs (E) 


IV 了 一 上 


— Ke-"(T-08& (s E +(T —t)(r - T) 
ovT —t 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


— Te 一 一 一 一 一 市场 中 的 欧式 期 权 


(比较 51b 中 的 公式 (21).) 
今 这 里 的 t = : Al S = So, 我 们 得 到 所 要 求 的 Black-Scholes A 
A ~ “OCNOlES 公式 
已 经 指出 ， 有 71Yi = g5 (ts Se), ^B. = ¥ (t,8,)— ga. 的 组 合计 1 $ (9). 在 ilb 中 
本 X 恰好 复制 偿付 索 求 fr = (Sr - Ky typ, eer 是 使 得 次 


2. 作为 结束 , 我 们 注意 下 列 涉及 所 引 人 的 Black-Scholes sx 

在 gib PAY "Ma" SAT (EC IE (6 APER inii 
这 就 确定 了 所 考察 的 模型 的 无 套利 性 , 并 给 出 按 公式 C - BoE; fr ec 
格 的 可 能 性 ， È (对 于 fr-(Sr- K)*) 就 体现 在 Black-Scholes X. AR 

基于 “基本 方程 ” 解 的 推导 导出 同样 的 公式 因而 值得 强调 的 是 , 在 这 一 推导 
中 , 无 套利 和 完善 对 冲 的 思想 表达 为 由 于 问题 (2)-(3) 的 解 的 唯一 性 所 求 得 的 价格 
Y(0, So) 自动 是 “无 套利 " “公平 ”价格 : 如 果 所 指派 的 期 权 价格 小 于 Y(0.5), 那么 
期 权 出 售 者 , 一 般 来 说 , 不 可 能 履行 自己 的 合约 义务 , 而 如 果 大 于 Y (0,5), 那么 出 售 
者 显然 将 有 纯 收 益 (Ife THER (free lunch)"). 详情 参见 第 五 章 tb. 


§1d. Black-Scholes 公式 . II. 带 分 红 的 情形 


我 们 将 重新 假定 , (B, 5S)- 市 场 由 1b 中 的 关系 式 (5) 和 (6) 来 描述 , 但 对 股票 持 
有 者 支付 分 红 (比较 第 五 章 $la 中 的 第 6 氮 ) l 

更 确切 地 说 这 意味 着 下 列 情况 . 如 果 3 = (S0 为 股票 的 市 场 价格 " 
虑 支付 分 红 的 股票 的 持 有 者 的 资本 S = (S) 可 认为 是 按 下 列 法 则 FFT) 


来 演变 的 : s S) 9d (1) 
PRON 
; _ | 那么 由 (1) BF. 
HB 5 0 JR ZCREHEUR (rte) BÉ IO B= bP m 
dS, = dS: + 55 2 
的 市 场 价格 的 变动 ds. 
而 这 就 是 说 , 股票 持 有 者 的 资本 在 时 间 “ pitis 
和 与 S, 成 正比 的 分 红 5Sudt 全 加 形成 的 
由 于 dS, = S (udt + odWs) 以 及 | (3) 
Si, c pdt + ode) 
/ ( zx) = 5 (u r) 
(4) 
故 由 (1), g 4 5)dt + odW 
S | a (n7 
“lary B (8) 
-rtà, 
s W, Wt E 








-yi2 - WAS 随机 金融 模型 中 的 定价 理 站， yt dam f] 
i^ n r4)... Lig Ey | 

Zr > oo ong —Wr J = (6) 
于 是 , 如 果 令 


dr = ZrdPr 
来 定义 测度 Pr, 那么 由 Girsanov 定理 (参见 第 三 章 836), 我 们 求 得 , 过 程 W = 
(Wier 关于 测度 Pr 将 是 维 纳 过 程 , 因此 ， 
Law(ut + aW; t € T | Pip) = Law((r ~ 90^ + oWit&T|Pr) 
— Law((r — &)t ++ oWi3t < T|Pr), 


以 及 
Law(S,;t € T|Pr) = Law(Soe" req meme e T | Por) (7) 
XT = B.BetnS,t<T, 为 自 融 资 策略 x = (3, vy) 的 资本 , 由 于 关于 测度 Pr 
折 现 资本 (E) 为 在 有 [7 n383du < oo (P-ag) 的 0- rine HB, 故 
t/t<T 
_ Xp _ X) 
Pr Br je! Bo ` 


由 此 导出 (比较 §1b 中 的 (13)), 买 人 期 权 的 合理 价格 Cr(6;7) 由 下 列 公式 来 确定 : 


E 


Cr(ir) = BoEg, Tr. (8) 


其 中 fr = (Sr — K)*. 
考虑 到 (7) 和 81b 中 的 公式 (16), 由 (8) RG, 


| e. + 
Cr(d;r) =e TEp. (Soe %-)T+oWr _ K) 
=a TE (g twr 一 K)’ 


=e TE (Sye-8- Erto Tw, A x) 


= Sye tT 人 


ov T 
-Ke-"T (HD) (9) 
av T 


又 设 Pr(5;7) 为 具有 分 红 时 的 卖 出 期 权 的 对 应 价格 格 Cr(5;7) 和 
| ; .不 难 断 定 , 价格 Cr(5i7) 
Pr(57) 是 由 下 列 “ 买 人 - 卖 出 期 权 平价 " 恒等式 相 联系 的 (比较 第 六 章 gaa 中 的 (9) 


Pr(6;7) = Cr(6;7) ~ Sge- 9T 4 Xen. (10) 





2. (WM in, MULT km 
MM (oam 


比较 公 i (9) 与 51b 中 的 对 于 © 
们 导 得 下 列 结果 


定理 . p.n 有 股本 分 红 时 买 入 期 权 和 
TUE 生出 期权 的 从 理 价格 


" 713 
nT Cr) 的 公式 (g) 相 比 较 nt (10), 我 
L Td: r) 和 Pr(5;r) 

Ir) = erg | 
5 zi 一 一 (11) 

IPr(r) = prs 
yp Cr(0;7 8) Fe Py (0;r — å) 由 blb 中 的 公式 () 和 (18) 
以 r 一 6 PA 来 确定 ， 


(12) 
V5 ( "无 分 红 情形 ") 


2. 在 扩散 (8, 5)- 上 股票 市 场 中 的 美式 期 权 ， 无 限时 间 视 
野 的 情形 


82a. 标准 买 入 期 权 

1. 在 运作 期 权 和 其 他 衍生 金融 工具 时 , 应 该 清楚 地 区 分 两 种 情形 ; 第 一 种 是 时 
间 参 数 ¢ 属于 有 限 区 间 [o, T] 的 情形 ; 第 二 种 是 时 间 参 数 t 属于 无 限 区 间 |0,oo) 的 
情形 .第 二 种 情形 当然 是 某 种 理想 化 ， 但 在 数学 分 析 上 比 起 第 一 种 情形 来 大 为 简单 
对 于 第 一 种 情况 来 说 , 这 样 那样 的 在 时 刻 t 的 解 的 概念 本 质 上 依赖 于 量 7 一, WE 
结束 合约 作用 时 刻 的 剩余 时 间 ， 

这 就 说 明了 为 什么 随后 的 叙述 从 考察 第 二 种 情形 开始 有 限时 间 区 间 0, T] 的 
情形 在 第 3 节 中 讨论 

2. 我 们 将 假定 , 在 渗透 概率 空间 (NF, 
(Wi)wo 以 及 扩散 (B,5)- 市 场 有 下 列 结构 


(Jio; P) 中 给 定 标准 维 纳 过 程 W = 


(1) 
dB, = r B,dt, Bo > 0, ^ 
dS = S, (udt + 0dW;); Sy > 0. 
对 于 标准 折 现 买 入 期 权 来 说 , 偿付 函数 按照 定义 有 
h = eM glS) 
其 中 9(z) = (z — K)'zeE- (0,00): 
类 似 于 离散 时 间 情 形 , 令 a 


vti = ap Aeg 





EAR RE EE. 连续 时 间 


^ 714 * 





其 中 sup 对 下 列 所 有 有 限 停 时 的 类 来 取 : 
gu = {7 = r(w): 0 € TI 
学 期 望 , 而 关于 该 测度 , 过 程 S = (5,),zo。 有 随机 


w) < oo,w E 0), (5) 


以 及 E, 表示 关于 各 测度 P, 的 数 


微分 
dS, = S,(rdt + odW,), 50 三 了 (6) 
为 了 简化 记号 我 们 将 从 一 开始 就 令 p= r 在 这 一 假设 下 , Pa 和 E, 上 的 符号 e 
可 忽略 
这 样 , 设 
V*(z)- sup Eze Ot (S, - K)*. (7) 


为 了 多 种 目标 , 除了 类 ME 以 外 , 有 意义 的 是 还 要 考察 类 
Wu = {r=1(w): 0 < 7w) < oo, w EO}, 
其 中 的 Markov 时 刻 可 理解 为 也 能 取 值 为 +oo; 再 令 


V (z)= sup Eze- *"7(S, — K)*I(r < oo). (8) 
rem, 

Re Vi" (a) MV (x) 与 所 考察 的 标准 美式 买 人 期 权 的 定价 有 最 直接 的 关系 ， 
因为 值 V(r) 和 V^ (z) 恰好 重合 于 合理 价格 的 值 , 其 中 假定 期 权 购买 者 或 者 在 类 
Mg 中 或 者 在 类 mu 中 可 选择 期 权 执行 时 刻 , 而 Sy = z. (T = oo 的 情形 对 应 不 把 
期 权 提交 执行 .) 这 一 断言 的 证 明 在 离散 时 间 情形 下 如 同 第 六 章 82e 中 的 定理 1 的 
证 明 一 样 进行 . 在 连续 时 间 情 形 下 , 本 质 上 没有 多 大 改变 , 详情 参见 例如 , {33], [265], 
[281]. 同样 ， 如 果 T” MAT” 是 在 问题 (7), (8) 的 解 中 的 最 优 时 刻 , 那么 它们 将 是 期 权 
购买 者 提交 执行 的 最 优 时 刻 (在 类 me 或 者 Mo P). 
gi; RRP (D) 和 (8) 的 讨论 中 ,我们 先 分 高 出 (无 意义 的 ) A= 0 

在 这 一 情形 下 ， 


e "(8 - K)* = (Sye i-o _ Ke | 


由 此 可 见 , 过 程 (e7"*(S, — K)* 


wen, 那么 Joo HFH, 而 这 就 是 说 , 如 果 re MT, BI rw) <7 


Bee (5, = K)* « Ese “(Sh =- K)* <z. (9) 
根据 Black-Scholes 公式 (参见 §1b 中 的 (9)), 


Ere TT (Sy 二 B^ P ay: (10) 


2， 在 扩散 (5, 5)- 股 票 市 声 
一 ”一 U SARR htt 
. M, y 的 情形 1715， 
对 任何 r > 0 WAL. 


于 在 所 考察 的 情形 下 , Vir y 
i (z) = jm Vila), 其 中 


V (si aeg 
T (x) bs Ee Wirrg. Ky 
(11) 

(参见 (441; 第 3 M), 并 比较 第 六 章 55b) qu 
和 r > 0, 那么 “观望 需要 尽 可 能 地 长 " M 我 们 断定, 如果 y — 0 
和 任意 的 = > 0 可 求 得 这 样 的 确定 性 时 刻 T, = 使 得 “在 于 ,对 于 每 个 x > 0 


Ee TST Sk Sze 


4. 我 们 现在 来 陈述 关于 最 优 停止 问题 (7) 和 (8) 对 于 A > 0 的 情形 的 基本 结果 

定理 . 如 果 A > 0, 那么 对 于 每 个 zE (0,0), 
V*(x) =V (zx) = ges eam (12) 

Cri", rcr | 
其 中 
1 1 “uA 
n= 
I 21 1-1 
cay” (22^) t 
a (15) 
3-1 


EG PRARAHA, 且 可 取 时 齐 


r° 二 inf{t 20: Se? 2 小 (16) 
为 这 样 的 时 刻 . 这 时 ， 
1 br> i 或 者 工 > 工 ， di 
R . (33:8. Ai 
T 
uic. Markov” 
下 面 将 引入 这 一 断言 的 两 个 证 明 emt IT 
;并且 在 思路 上 如 同 离散 时 间 情形 区 Eus AA 概率 测度 的 
EPI ap pa 中 运用 的 “区 S 与 为 
(ER gib 中 的 第 4 点 ) 








条 儿童 “随机 会 融 模 型 中 的 定价 理论 . 连续 时 间 2. NW (8, SRO DEI ER, 无 限时 间 视 时 的 人 
eee Ts 


— — 


—_ 


UM u 题 (7) 和 (8) 的 解 归 结 为 求 I «n 
_ 人 证 明 我 们 考察 比 问题 (7) 和 (8) 略为 一 般 的 最 优 停止 问题 Oei DRUM 2*, DUCUM ya (7 
5. 第 一 个 证 明 . 我 们 考察 如 果 分 析 第 六 章 85b 第 6 点 中 所 引信 的 对 求解 V"(z) (2 V" (z)) 





9 - 
— 








a | p, 那么 下 列 思想 就 变 得 非常 自然 : 所 要 求 的 值 x: rs 
=i = e "T Sr); 18 o AAG j T) DI^ (A+ 7) HIR 
V*(z)- ae Ese "'g(S:) (18) 优 函 数 V" (2) 必须 是 下 列 Stephan 问题 或 者 自 由 边界 问题 (参见 inb ime 
LT Ar = a 
a g «ea MCI cim (19) LV (z) = (A +r)V (z), zez (25) 
为 Markov 过 程 S = (Se, Fa, Pz)t>0 的 最 优 停止 问题 中 的 价格 , m € E = (0,00), 其 中 V(z)- glz), z23, (26) 
P. 为 有 So = z 的 过 程 S 的 概率 分 布 , > 0, 以 及 9 = g(z) ART Borel 函数 . di(z) ^ gu) 
如 果 g = g(z) 为 连续 非 负 函数 ， 那么 根据 Markov 的 最 优 停止 法 则 的 一 般 理论 ds Lu ide foe (27) 
(参见 1441; 第 3 章 ] 并 比较 第 六 章 8$2a 中 的 定理 4): 其 中 
(a) V*(r)- V (z), r€E, (20) "mM m. r g? 16 " 
(b) V*(z) 为 函数 g(z) 的 最 小 29 GR AE, 即 满足 下 式 的 函数 Y(z) 中 的 最 TP. 2 A 
小 者 : 为 有 随机 微分 
V(z) > 9g(z)，V(z) 2e TiV(z)， (21) dS, = S(rdt + «dW,) 
MS 的 过 程 5 = (Si)zo 的 无 限 小 算 子 
(o) P(e) = tli Qa oe): (22) 我 们 将 对 下 列 形式 的 方程 (25) (在 暂时 未 知 的 区 域 (0, 习 P ERE 
其 中 ki (29) 
Q«g(z) = max(g(z),e 9?" T, g(z)); (23) V(z) - e 
(d) 如 果 E, [sape-orgts)| < oo, 那么 对 于 每 个 e > 0, 时 刻 于 是 对 于 y 我 们 得 到 方程 
2r 2 +r) = 0. (30) 
Te = inf (t: V (S) < e-P'q(S,) + e) (24) T ( ? x) LEE. 
答案 中 需要 作 普 
为 在 类 中 的 -最 优 停 时 , B ; Tue |, 那么 在 最 终 答案 
E e- 最 优 停 时 , 即 Pz(rzz < oo) = 1,2 € E, UR V*(z) - 6$ 为 了 简化 记号 Rcs e = 1 ( m e^? 
(e) 如 果 时 刻 Ars ao. 


2 
有 2=1 的 方程 (30) 有 两 个 根 


1 和 
= (5-r)+ n 
2 


和 (32) 
Ec] 4 a0 t7) 
= (1-7)- H 
"72 


i50 
BF as, iy, >1 "T A=" 
因此 ea oz po 通 解 必须 有 下 列 形式 oe 
此 , 方程 (25) 的 通 解 必 须 


To = inf(t: V"(S,) < e~Ftg(s,)} 


31) 
为 停 时 (Pz(mo < oc) = 1, z € E), 那么 它 在 类 me 中 最 优 : 


V*(r) = Eze fg(sn), ze E. 


M P n. 也 是 最 优 的 , 那么 Pal < n)-1,z € E, Bl % Ex 
U C* = (z € E: V'(z) > g(z)) 以 及 De - (ze E 
= : v"( ) = )}. 
由 (22) 和 (23) 不 难 导 出 (比较 第 六 章 85b), 函数 Ve (2 有 相当 简单 的 


Hj. 它 是 在 E = (0,00) 上 为 优 于 函数 o = 。 满足 
Ct ={r:2< 2°} W D*={2:72> ve olz) HIT AE. 这 时 , 存在 ^ 


m 


+a 


V(z) = qe" a 








se 


ee 
正如 在 离散 时 间 情 形 中 那样 第 六 章 §5b), 由 (33) 我 们 断定 ,cx — 0, 因为 否则 
当 LORI, V(x) > too, 按照 所 考察 的 问题 的 含义 , 这 是 必须 要 排除 的 (V*(z) > 0 


而 V*(z) < 2). > 
这 样 , 对 于 z< F, V(r) = a2", 其 中 c 和 "Bg" sc 是 暂时 未 知 的 常数 
为 确定 它们 , 可 利用 条 件 (26) 和 “光滑 粘 合 ”条 件 (27). 
条 件 (26) 给 出 关系 式 
cur" -r-K. (34) 


条 件 (27) 有 下 列 形式 : 


ecmz" =1, (35) 


由 这 两 个 关系 式 , 我 们 求 得 


= yı OO yı = m 3 
ae asy” (Em) . (36) 





这 样 一 来 , 问题 (25)-(27) 的 解 V(z) 可 表示 为 下 列 形式 ; 
(37) 


其 中 和 ci 由 (36) 来 确定 . 


注 . 如 果 K = 1, 那么 V (a) 恰好 重合 于 由 第 六 章 gob 中 的 公式 (39) 确定 的 函 
数 V(x); 这 点 并 不 令 人 惊奇 , 只 需 注意 到 公式 (22) 以 及 在 第 六 章 中 求 出 函数 V) 
的 方法 . 

现在 如 果 指 出 所 求 函 数 V(x) 重合 于 价格 V*(z) (参见 (7)), 那么 定理 将 得 证 , 而 
时 刻 
在 类 Sm, 和 类 mur 中 最 优 , 只 要 PF < 00) — 1. 

为 此 , 显然 只 需 断 定 下 列 “ 检 验 ” 条 件 成 立 (对 于 ze 二 (0, oo)): 

(A) V(z) = Eze + (Sz — K)* r(7 < og) 
以 及 

(B) V(z) > Eze (5 — K)HI(r < 00) 对 于 任何 re Wu ms. 


H (Sz — K)*I(T < oc) = V(Sz)I (7 < yv z A) ft (B) 
成 立 , 转 而 需要 检验 下 列 条 件 满 00 VE) > 6 IOn AE UP 

(A’) V(z) = Eze" V (S35)I(F < oo) 
以 及 


(B') V(z) > Exe rV (S, I(r < 00) 对 于 任何 re 页 2 和 ze 成 立 





2.， 在 扩散 (B.S) MOERS 
确立 性 质 (A') 和 (B ) 的 标准 技巧 基于 把 [t 
«[tó-Meyer 公式 ") 应 用 于 V (x), 具体 如 F. 
ig v =V(z) 为 某 个 C2 类 函数 即 有 连续 一 阶 导 
E 二 阶 导 数 E 
jh 第 三 章 $e) 应 用 于 函数 Flia) = -brryy a Dt REA M 
表示 式 : re>o 导致 下 列 


19 


公式 (更 确切 地 说 rie 


t 
-(Mer)ty SI=V S f -(A*r)u 
e (Se) = V(So)*- 4 ILV(S,) ~(A+r)V(S,) du 


t 
«| e OFS yr(s MW, (38) 


488 


以 外 , 这 个 函数 对 于 所 有 m e 已 = (0,00) 都 属于 C? 类 , 从 而 可 认为 公式 (38) 对 于 
V(z) = V(z) 来 说 也 成 立 , 其 中 在 点 z = 王 上 的 导数 需 作 适 当 的 理解 

在 所 考察 的 情形 下 , 函数 Vir) 是 (F) 凸 的, 并 且 其 一 阶 导 数 Vn) 存在 以 及 对 
于 所 有 ce E = (0,00) 连续 , 二 阶 导数 V"(z) RTA r= F UINE, BER 2-7 
上 存在 极限 

V^(z) = limV^tz) 和 V = lim V^(z) 

在 随机 分 析 中 , P-A. Meyer 对 函数 Via) B8 e M ERU 13 SAN 
推广 成 立 . (参见 例如 , [248; (5.52)] 或 著作 [395; TV ey a. ye T 

我 们 感 兴趣 的 函数 VY(z) 是 (下 ) 258 were 
S = (St)izo 的 76-.Meyer 公 式 在 表面 上 与 公式 | ; 
V^(z) 需要 取 比 如 值 V" (z). 

这 样 , 考虑 到 这 一 约定 , 我 们 求 得 


e- Otr)t7(9,)-V(So) 


1 (39) 
‘ -itruf LV (Su) = {A+ rV (S.))du + Mi 
= f ; 
d (40) 
M: = f -tring SV de 
yes 0 
注意 到 以 下 这 点 是 有 益 的 : UT 757 
gta E 
: 一 而 当 r»t 时 ， 
aciei (42) 


(Qs), 直接 计算 还 指出 , i A 
Liz) A- (A + pv «€ U. 


i hes 








72 - 第 作 童 ”随机 人 金融 模型 中 的 定价 理论 . 连续 时 间 2. EM (B, 9) 股票 市 场 中 的 半期 无 限时 间 杭 野 的 情形 
一 m 
由 (39), (41) 和 (42) 我 们 得 到 ( 当 So = 7 时 ) [参见 下 面 的 引 理 1 的 推论 2), 那么 根据 Lebesgue Erica 
V(z) > e 0*P'V(S)) - Mi. (43 - erri ATO 
(z) | ) lim Eze iiti a ero 00) = Ee MFG (gy o 
正如 由 (40) 可 见 , 过 程 M = (Mo):zo TEORIA. FT <0). (46) 
设 (ta) 为 它 的 局 部 化 序列 , 以 及 7 € Wty. 于 是 由 (43), 了 
又 , 在 集合 {w: 了 = oo0} E, V(S, Vis 
V(z) > Ee TAHAA yV(S, Ar) = EM, ar pa ( a) (z) < 00, AM, 
X. 一 (A+r)(rnA7)T Be Kis a 
Eje 4 n^ ) lim E,e trn V(S, IF -0)- (). (47) 
a. Epe OHANG S I(r < co), n 


JF B, 根据 Fatou 5[38, 所 要 求 的 性 质 (A^) 由 (44), (46) 和 (47) 得 到 . 


为 了 完成 定理 证 明 , 需要 确立 性 质 (46), 并 证 明 公式 (17) (EH 7 =7) 
为 此 , RTEA FIIN E. 


V(z) > lim Ee -ATV S ar) (T < oo) 
n 
> E;e Ot Y (S,)I (T < oo), 


这 就 证 明了 (B’). 
现在 我 们 确立 性 质 (A^). 
WR ze D= {z: z > 7}, WA P.(7—0)— 1, 以 及 性 质 (A 显然. 
PER TeC = (x: 2 < 人. 于 是 由 (41) 和 (39), 我 们 得 到 


引 理 1. 对 于 z>0 HA pER >O, 


ur 
P (max(us +aW,)< z) 7 0 ovt 


V (z) = e MIG AAT (gz) pP Mi ni 


1 - -x 
而 这 就 是 说 ， 其 中 (zx) = Ja e dy. 
v — 00 
2 * * irsanov 定理 
V(x) = Eze AENA ng. aF) uE RR. 为 简单 起 见 ， 设 a? 二 1. 根据 G 
= Exe nm VS, sr)I(F < oo) Ws z) 
+ Ege OH) ang TF = o0). (44) p (maxtus LW,) » z,ut* Vi 
ss W 
E; = EI (magina +) P RE 
s&t 
< su [e Atrei l pom ^ e) = Eexp (uw -g 
全 (Si)]I(7 < o0) 
-Àt.o0W,— V3 t pza Andry 
soe X ji (7 < oo) $T. = inf(t > 0: Wi = zx) TED 
< sup[e- Mee W.- "t. 2 wr > T;) 
tz0 ] wg e*t 
以 及 


z fi (439) 
| mle Pte? - Tt) oo (45) [266] 


24], 
也 是 维 纳 过 程 ，( 参 见 第 三 章 中 的 o M. 





m 第 八 章 ”随机 人 金融 模型 中 的 定价 理论 . 连续 时 间 
OOOO O ü O eee 


CO 


由 (49) 和 (50) 我 们 求 得 
P ( max(ue +W,)< z) 
t 
ol 一 Ee m- E) (maxw, > 2,W. < z) 
= ( Vt xul ds 2 act 


I 
ee | pe e m 
=i noe < 
Eexp (ur. 5 ) 了 (mex, > 1x,W S z) 


= P(ut + W: < 2) - P (max(us + Wa) > 2 at + mszj 











age 
kr. 
-.(* 7 - Eom ( a(2z - Wi) - 与 I(W, > z) 





2 
~ e?"* E exp (um 一 et) I(W, 2 x) 


= e?"* P(yt 十 Wi 2 z) 








hd ee (55) 
$ p. eb Er x 
引 理 得 证 . 
推论 1. HR jy < 0, 那么 
P (suplut + ow < 2) =1-ep{ Hh. (51) 
如 果 p>0, 那么 
P (suput t oW) < z) =0. (51) 


推论 2 ((45) 的 证 明 ). 在 (50) 中 取 u= — (a+ 7). 我 们 求 得 


a? 
"emp - (+5) ¢] <2) i9 [- (0 2)4). (52) 
由 此 很 明显 , 如 果 A> 0, 那么 性 质 (45) 满足 . 


推论 3 ((17) 的 证 明 ). ix s, = ze"! eg W.- St 
的 (51), 我 们 求 得 


ee 


m 


2 
以 及 r’ m. Wd u-r-. «9 


(53) 


2， 在 扩散 inis. 


— 
23 - 


j 2 
BI T3 (17) Tr ax E 
P (—T?T W.i— Ax. 


$ ja 一 , 
BMT occ A usr- > 20 (n h p ag 


定理 的 第 一 个 证 明 完成 . 
6. 第 二 个 证 明 . 设 8 — Aer AO 由 公式 | 


4 31) 和 So — 1 来 确定 
pass (54) 
我 们 求 得 
Zi, = exp (now, - a. (55) 
由 此 很 明显 , Z = (Zu) 为 P- 鞭 , #E 
e- 有 (9 — K)* = S," (S, —K)* Ze 
如 果 记 
G(z) = z^" (z - K*, 
那么 我 们 看 到 
V"(1) = sup Ee-(AtrrfS - K)*I(r « oo) 
ici (56) 
= sup EG(Sr)Zrl(r « 99) 
rem, "m 可 立刻 假定 


Wii 生成 的 ， 


te W =| 
所 考察 的 过 程 是 由 维 纳 过 程 By - Co) 


为 连续 函数 w = (wit)ie 
(Q, 2. (9)... p) 为 坐标 维 纳 渗透 空间 ， 


测度 . i 
的 空间 , F, = o(w: u(s) s t) 4 - V^ ar 为 维 纳 过 程 , 其 中 We = 
By (0,7) 上 的 测度 , ATE UE CU pem 
E 5 为 出 度 P 和 P 在 LAAR, A PU 
如 果 P, = t P, T P| 多 
ES ees en 
Radon-Nikodym 导数 f x 
d» t: 2) 
-y pe PHEA 
其 中 z, 由 公式 (55) em. (SAAM san 
因此 ， 如 果 A € Fi, 那么 Er s Elai 
pef ia (58) 


JUh E 为 关于 测度 P 的 均值 , 而 如 果 
hs EZ, [Alice 
Elsalir<®) 





— — nil 


"T24 - t AME 随机 金融 模型 中 的 定价 理论 连续 时 中 Sw.) aa 
(比较 第 五 章 43a 中 的 (2)). 
由 此 我 们 求 得 , 如 果 f = f(w) 为 非 负 F -可 测 函 数 , 那么 
Ef Ico) = EZ, f Iron): (59) 
它 与 (56) 一 起 , 导致 
V (1) = sup EG(S,)(r < oo). (60) 
rem, 
换 句 话说 , 最 优 停止 问题 (8) (对 于 m = 1) 等 价 于 新 问题 (60), 其 解 容易 由 下 列 


设想 得 到 . 
我 们 考察 函数 G(r) = z ^(r- K)*. 这 个 函数 在 点 r = RT ; 上 达到 tdt 


= (0,00) 上 的 最 大 值 (比较 (15), 并 且 
mex G(z) c" (= G(2")), (61) 


Jt c 由 公式 (14) 来 确定 . 因此 , 由 (60), 


V (L) <c sup El(r < oo) € c". (62) 
TED, 
B r” = inf{t > 0: 5, > 27) 以 及 初 值 So = 1 < z*. 由 于 根据 假定 , 和 > 0, 故 


z" « oo. 


引 理 2.1) 当 入 > 0 时 ， 
P(r" < 00) = 1. (63) 


2 
2) 如 果 入 > 0, LAH r> Z, 那么 
P(r* « oo) = 1. (64) 


WEAR. 过程 W, = W, — (not, t > 0, 为 关于 测度 P 的 维 纳 测度 ,以 及 按照 
Girsanov $E PE, 


P(r* < oo) = P (maxs, 21 " = P ( max low. + ( 一 T) J 2 inz*) 
=P (mas lei 十 (ne? 十 个 一 T) ] 2 ina") 
— P [ max na> max |W, + (no 十 了 一 Z) e| > ina" ) =1, 
其 中 最 后 一 个 等 式 由 (51) 以 及 下 列 关系 式 得 到 | 


2 2 
o? + T: PET 2 1 T 2( 入 十 7 
TI T a 79 miens | Lis 


2. 在 扩散 (B, 5 
o 8)- EE annama 
n 


从 而 , (63) 得 证 . TEM (64) 已 经 在 准 laco c A 
引 理 2 得 证 . HE 3 中 确立 


我 们 重新 转向 (62) 由 于 Pr <o) -i yae 
S(p) Glz*) =。 &8 


EG(s.. Jae 
以 及 由 (62) 得 到 ， 


V (1) = EG(S,.) = EG(S,. t; < o9) 


€ 一 (人 十 F)7"” jo 
z Ee Vern) (Sz — K)I(r* < 0) = e. 


由 此 (对 于 z = 1) 得 到 公式 (12) 的 第 二 个 证 明 并 确立 了 时 刻 7* 的 最 优 性 如 
Rr». 那么 P(T" < oo) = 1, 因而 , 在 这 一 条 件 下 时 刻 e 在 类 me 中 最 优 


82b. 标准 卖 出 期 权 


对 有 偿付 函数 f, = e-*g(5,) (其 中 g(x) = (K -)*, re B= (0,50) 的 卖 出 期 
权 的 讨论 与 买 人 期 权 的 情形 中 一 样 进行 . 因此 , 可 只 限于 陈述 结果 及 其 证 明 的 基本 
要 点 . 
我 们 将 认为 , 扩散 (B,5)- 市 场 用 2a 中 的 表示 式 (1) 和 (2) 来 描述 , 以 及 
U.(z) = sup Ere ®t (K - SJ". (1) 
rem 
(Atri (K z S.) U(r < oo). 


U.(z) = sup Eze 
remy 


定理 . 设 入 > 0. 那么 
K-z, t<% (3) 


U. (z) = U.(z) - m g> is 


其 中 
p rp, ed is 
IX (; - 5)* g? 
yr (5 3 x) SE 5) 
K elm 
c, = [m] (a) | (6) 
Imi 
te = KT hal 
在 类 TD 中 存在 最 优 时 划 ， 并 可 取 时 ” 
= in(t 2 0 


T, 
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作为 这 样 的 时 刘 . 
EE. " 
T” ah 
l, Mr&- Mace 
P.(T. < »o) 一 , 2 (8 
(=) att , Bv» il a E >T. ) 
T 2 


这 一 定理 的 证 明 甚至 比 $2a 中 的 定理 证 明 还 要 简单 ; AAA h RKA g(z) = (K - 


r)* 有 界 来 说 明 . 
类 似 于 离散 时 间 情 形 的 相应 问题 (第 六 章 85c), 自然 假定 , 观察 延续 区 域 OC. 和 


观察 停止 区 域 D. 有 下 列 形式 : 

C, = {z € E: £ > z,) = {z € E: U,(r) > g(z)) 
和 

D, = {z € E: 1 < z,) = {z € E: U.(z) = g(z)), 
其 中 z. 和 U,(z) 是 下 列 Stephan 问题 的 解 (z: I U (z)): 


LU(r) -(Ar)U(x), zr», (9) 
U(x) =g(a), 2 <&, (10) 
dU ( d 
= ET Ys oa (ul) 








在 所 考察 的 情形 下 , 方程 (9) 在 区 域 x > 7 中 的 有 界 解 有 形式 为 UV(z) = à, 
其 中 3; 是 $22 中 由 公式 (4) 定义 的 二 次 方程 (30) 的 根 . 运用 条 件 (10) 和 (11), 我 
们 可 唯一 地 求 得 等 式 (5) 和 (6) AEREE T MI Z. 
| U.(z) - U(e) 以 及 时 刻 re 最 优 的 证 明 可 借助 于 类 似 在 前 面 82a 中 所 引入 的 讨 
论 , 通过 确立 “验证 ”相应 的 条 件 (A) 和 (B) 的 途径 来 进行 公式 {8) 的 证 明基 于 应 
用 同样 的 82a 中 的 引 理 1 及 其 推论 . 

注 . 所 陈述 的 定理 证 明 的 “ 鞭 ” 方法 (“第 二 个 证 明 ”) 基于 下 列 注 记 : 在 所 考察 
的 情形 下 , 如 下 定义 的 过 程 Z = (Zi)izo Jk: ba ed wk 

Ze =e, B=A+r, 
并 且 
Z, = exp wow, - aea] 
2 
于 是 
eK — 5)" = S "(K - w) Z, € c,Z,, 
随后 的 讨论 如 同 买 人 期 权 的 情形 中 (82a) 一 样 进行 





— ATTN R 
E EEUU 
82c. 买 入 期 权 和 卖 出 期 权 的 组 全 ai 
1. 正如 在 第 六 章 846 中 所 注意 到 ， 
T j, ti PN 
式 ， 并 且 还 有 它们 的 各 种 各 样 的 组 如 Min a T UE TTS 
格 所 形成 的 宽 跨 期 权 ， Bn E XR Min 007 Toi 
EAB HLA OM Duo E 
在 本 n» vm aros UB BIB N N T PO 
EAE ATES, VPE (B, 8) tA ea a 执行 时 间 可 以 是 (gc 
换 句 话说 , 假定 a 中 的 关系 式 (D cn 
B, = Boe™t 
(1) 


St = Sy exp fow, + (r - 4 | 
| 2I! (2) 


其 中 W = (Woo 为 标准 维 纳 过 程 JE. p = 在 这 一 情形 
i T F, 
ET 原来 的 测度 p UI] 
对 于 折 现 宽 跨 期 权 来 说 , 偿付 函数 有 下 列 形式 (比较 82a 中 的 (3)) 


以 及 


fr=e™G(S,), (20, 


其 中 
Ki~s, 8< Kj, 
g(s) = 0, Ki<s< Kz, (3) 
8 — Ko, 82 Ky. 


与 一 般 理论 (第 七 章 第 4 节 和 第 六 章 第 2 节 ) 相对 应 , fe 


h E, Atr) gS); 
V*(z)- sup BoE,z- = SUP = 
(7) b 0 B. re 


< oo,u € fl] 为 有 限 停 时 类 , 而 E; 为 在 假定 


(4) 


其 中 me = {r = rw): 0 < ru) 
Sp = n | 
0*r€E-(0,05) 下 的 均值 iml. 可 运用 在 上 节 中 采用 的 [33 中 的 


2. 为 求 出 价格 V*(z) DURS Eo 这 时 RIBEN 

We 方法 (参见 例如 gan 第 6 点 中 的 E HO 

So = 1, 并 认为 执行 价格 Ka 和 Ka WIE P 
it 


Nc wm 
»-(i-3)* ub 

1 5) t 
n= (75 


为 824 中 的 二 次 方程 (30) 的 根 


<1< Ko 


is. 
el 





— = 


MÀ 
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cr 


正如 在 552a, b 中 所 指出 ,有 8 = 和 +r 的 过 程 Mj" = Aud 和 = ec ftn 


的 p 为 P- 著 , 并 且 
V'(1)— sup E,e OF") 9( Sr) 
reto 
g(5:) 
T resi EM;(P) Som + (1— p)St (7) 


正如 在 §2a 第 6 点 中 所 做 的 那样 , 我 们 引入 测度 P(p), 满足 


T = Mlp) (8) 
于 是 由 (7) 我 们 断定 ， 
. j- g(S7) 
VO - ee PO) PSE + (1 — ps 6) 
其 中 Eg, 为 关于 测度 Bp) 的 均值 


Pip) 


下 一 步 在 于 在 集合 f0,1] 中 适当 选择 值 p (以 后 它 将 记 为 p*), 由 它 可 成 功 解 决 
相应 的 最 优 停 止 问题 (9). 

正如 在 [32] 中 所 指出 , 下 列 对 于 (p, 1, sz) 的 方程 组 有 且 仅 有 只 一 解 (p^, 81, 52): 

82 — Ko Ki 一 8 





ps] +(i—p)sy psp (1—p)s?"' E 
zt ps7. t (1— pas" (11) 
$2 — K2 ps2 + (1 — p)s7 
5 psy’ +A- pns? 
8 —K, ps «(1 — p)s}? = (12) 
其 中 p € [0,1], sz > Ka, si < Ki. 
设 
yea i (- acct i i 
p*(83)™ + (1 —p*)(s5)” p'(si)" + (1— P | 
不 复杂 的 分 析 指 出 ， 
g(s) ms 9(5) 
Pmt -pm Mbpmscü-pm C4 
ww g 
这 于, 函数 G(s) = TEE 在 点 8} Kı 和 站 > Ky 上 达到 最 大 值 . 
因此 , 由 (9), 
V*(1) z c*, (13) 


vt. SEU WE (B, 3S)- 股 票 市 场 中 
— m —— SS 入 限时 间 视 时 的 情 
gu % 
TU s inf {t: $, = s 或 $ 
由 带 漂移 的 线性 布朗 运 动 的 性 质 导 册 pia 
而 这 就 是 说 ， SLANG o 


Pip j $,-) = 
V*(1) m6 


75]. 


而 时 刻 7” 为 最 优 停 时 . 
x. WẸ K = Ks, 那么 宽 跨 期 权 转化 为 跨 骑 期 


gad. 俄国 期 权 
1. 我 们 将 考察 扩散 (B,5)- 市 场 , 其 中 


(参见 第 六 章 We 第 2 点 ; 


dR, = r B,dt, By > (1) 





8 
d$, = S,(rdt + edW,), Sy >0, (2) 
RA, 等 价 的 ， 
B= Boe", 
St = Soe™ Prio 
ES St = So aw- Ft 3) 
p^ :* 
S, 
故 关于 原来 的 测度 P te (Eo = 
设 (4) 
foe" t 25 
其 中 (5) 


+ >0 
gs) = (ues : * 它 属于 有 后 效 和 折 现 的 
有 偿付 函数 (4) 的 美式 期 权 称 为 “ 令 国 期 权 pum 


去 出 期权 (比较 第 六 章 5d ) gt 
运用 与 652a, b 中 一 样 的 记号 (Eo 99 


U.(z)* "EE 


« 
ee, (S) 


i 
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以 及 
U.(r)- sup Ee" f. (S)(r < ov). (7) 
rem, 


不 同 于 在 $822, b 中 考察 的 最 优 Markov 过 程 S = (Si)e20 的 “一 维 " 问题 ， 问题 
(6) 和 (7) 为 在 下 列 含义 下 的 “二 维 " 问题 : YF PR AlS) 依赖 于 “二 维 ”Markov IR 
(Sy, maxugi Su). C 

然而 , 尤其 引 人 注 目的 是 测度 蔡 换 ”方法 使 得 这 个 “二 维 "” 问题 归结 为 某 个 新 
的 已 经 是 “一 维 " 的 问题 , 它 容 许 求 出 UL (z) (= U.l) 和 最 优 停 时 的 显 式 表达 式 

2. 把 “二 维 " 问题 归结 为 “一 维 " 问题 的 巧妙 想法 已 经 相当 清楚 地 在 第 六 章 654 
"PTT ES RENE BRE SUE. 

在 所 考察 的 情形 下 , 正如 在 82a 第 5 点 中 所 进行 的 那样 ,认为 原来 的 渗透 概率 
空间 (2, F, (.2,), P) 为 坐标 维 纳 空 间 . 

BP A (0,F) 上 的 测度 , 其 局 限 P, ~P, 以 及 





dP 
JP, = Ze, (8) 
其 中 
2 S/S 
= pW- it " t/ 20 
Z € ( ae | x4 ae 0. (9) 
关于 测度 有 
W: =W, -ot (10) 


的 过 程 W = (W,) so, 根据 Girsanov 定理 它 是 维 纳 过 程 , 并 且 对 于 769,8 
UT a S,/So Gx 
Ee At) gr(5)7(r < oo) = rEse gr e « oo) 


—AT max rou 一 SeT 
= zE;e^^ a rem «c oo) 


= aber E x 2 I(r < oo). (11) 
我 们 引入 过 程 (We)t>o, & 
yy = Pax(tmaxust Su, Soyo) (12) 
$, f 
其 中 y, > 1. 
很 明显 , 如 果 如 = 1, 那么 
y= metus Ju Su (13) 
8, ! 


2. dH MOS s. 
SES ce 


因此 ， ES 
Ec *” E Su 3 " 
B. | 00) = BeAr 
ia 下 | E S Wr lire 
Ens "v ARON (ebro 的 分 布 其 中 假定 e (14) 
aie a Y= o> 1, 同时 考察 下 列 


U (y) = sup a Ary ; 
remy UU Mea 


以 及 


cp 


p = - E -Aft 
的 = sup Berri ajia 
remy | fjs (16) 


它 可 看 作 股 票 价格 过 程 由 过 程 (Veio Erg WBzig 
同 题 .我 们 强调 ,原来 的 问题 是 关于 卖 出 期权 的 | ARREA Nite 
由 (6), (7) 和 (15), (16) (同时 考虑 (11) 和 (14)) 我 们 求 得 


U.(z) 2aU(1), U.(z) =f) fT) 


3. 在 陈述 有 关 最 优 停止 问题 (15) 和 (16) 的 基本 结果 以 前 我 们 先 计 汉 有 TEN 
的 过 程 (iso 的 性 质 . 

引 理 . 1) 关于 测度 P, 过 程 (Ut) zo 是 相 空 间 E= 1,50) LAF A Markov 过 程 
并 且 在 点 {1} 处 有 多 次 反射 

2) 过 程 (加 )t>o 有 随机 微分 


di, = —vy(rdt +adW,) + da. (18) 


其 中 (izo BERS ((u,t): 由 (ww) = 1) LARA, W = (Wis 4 (X 
了 测度 P 的 ) 维 纳 过 程 


3) 如 果 q = q(W) AE 
11+) = lim q'(y), 那么 


= [1,00) EHAR, BAF (1,20) 上 gE Ca 并 存在 


PL. (19) 
Lq(v) = -mv 多 - Ta p>, 
3 (20) 
q (1+) = 0. 
证 明 . 由 (12) 求 得 M 
Su | 
maxy<t+4 — 
Pita = max { "A hor | puea $ | 
igi Il Š; 'G, Sal Si ss m 
t't : | 
maxrcustt | 
max {ve ara cs |. 





^a 


2. EW (B 
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根据 Fubini 定理 ， = 


我 们 察觉 , WF t<u<t+A, 


S, 2 p f) Š H ef S041 P 
b U = 
从 而 , 考虑 到 过 程 W 关于 测度 P 为 维 纳 过 程 , 我 们 看 到 , PU "Markov" 性 质 成 立 . 这 是 因为 P(y, = 1) = 0, 它 由 点 对 mart) i Tee 
Law(¥i+a | Fa P) = Law(Vta | Vi, P). 因此 ， 过 程 (加 )x>o 在 点 {1} 上 (Pas) 以 零 时 间 通 | ey 
多 次 反 射 边界 ([239]; 第 IV 章 , 87]) 过 , 而 这 就 是 说 这 个 点 是 


为 得 到 表示 式 (18), 令 
4. 定理 . i$ 入 >0,a>0,yw>1. 那么 





N, = max {max Su, Sov | (22) 
< ^ 全 他 - a). ny — ny? Ce 
显然 , 过 程 N = (Niro HARE ABE. U(b) = U(y) = | woes P9 (30) 
由 (2) # (10), dioe V2 5, 
d5, = S,[(r + a?)dt + odW,), (23) 其 中 
以 及 _A Shay 
a(=) = -rat + odi) (24) ei hr (5) t^ edad (31) 
t [3 
因此 , 根据 Tto AR, 为 下 列 二 次 方程 的 根 : 
7° — Ay -B=0, (32) 
dy, = Nid (=) * s «M 其 中 
r 2 
= -wlrdt + odii] + S, (25) sleek = 8 江 
t 
或 者 , 按照 积分 形式 ME G 为 下 列 超越 方程 在 区 域 山 > a PER 
t | s (33) 
t = o-r ER itt ‘dN, A eF -9" 1-4-4) 
V Yo i pudu of V.dW,, «f eim (26) V Yi s) ( m 
id 如 果 ü = 0, 那么 
dc : dN, s y 3-1 y-n 
oem fe, (27) y= iret 
那么 我 们 察觉 dNu(w) = 0 在 集合 ((u,u): pulo) > 1) 中 成 立 (在 下 列 含义 下 : ET k 
ts I (Vu (w) 2 DAN, (w) = 0). 因此 ， E UE inf (t > 0: V? y] 
t n pe, 也 在 类 到 T 明 ) 基于 
pis | Ibu = 1). (28) E < oo) 21, ý 21, ini HER 一 个 ("Markov" EJ 
a 次 如 同 882a, b 中 那样 , 我 们 | eee 
Nee Ua 过 程 (oje>o 的 值 的 变化 仅 当 (5o 落 在 边界 点 (1) 上 时 发 生 . “phan 问题 的 解 ,而 第 二 个 则 依 称 MORS ,8s 中 的 表示 式 (22 
Wai &g MER. CHUA 9920, b PARA Tp gg FE 
t y n] ij (15 e 
f I(pu = 1)du = 0 (P-a.s.). (29) ) 中 的 观察 延续 区 域 Ph à) > gf 小 
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以 及 | | | 
D= {y> 1: y> ý} = {4> L: Us ghh, 


其 中 g(v) = a)*. 
MEE. S82a, b 中 那样 , AMAA o RE DV) 由 下 列 Stephan 问题 的 解 来 确定 


LÜ(v) = A04), 1«v« V, (34) 
U'(1+) = 0, (35) 
U(v) E g(*), wy 2 th, (36) 
dU (v) dg() 
"do nir ae (37) 
dy m dv [yis 








其 中 算 子 L 由 公式 (19) KEX. 

我 们 将 求 出 形 为 0(w) = v^ 的 方程 (34) 的 解 , 于 是 对 于 y, 我 们 得 到 二 次 方程 
(32), 其 根 为 由 公式 (31) 给 出 的 mW <0 fI 42 > 1. 

因此 , 在 区 域 (o: 1 « v < v) 中 EHI" 的 方程 (34) 有 下 列 形式 的 通 解 : 


DU) = cu + ap, (38) 


其 中 Ci, 02 为 某 些 常数 . 
为 确定 小 和 常数 ck 和 ca 有 三 个 补充 条 件 : (35), (36) 和 (37); 考虑 到 (38), È 
们 取 下 列 形式 : 


Cim + c2 = 0, (35’) 
av" E ea? =p — a, (36^) 
any + epit = 1, (37) 


由 (36^) 和 (37’), 


og = DEM -ný _ m+(l-n)y (39) 

(m — Ya) (n-ap — 

由 (35°), 
| 

一 SE qn i: 

它 由 对 于 v 的 方程 (33) 给 出 . 如 果 a = 0, 那么 由 这 一 方程 得 到 ， 
Pie | n= (41) 

"^ n-li 








-一 一 


3 2， 在 扩散 (5, jS) HEROS ce 
最 后 ， Hi (38) 和 (39) 以 及 考虑 到 / (33) 
^ 我 们 求 得 在 
"1^ 区 域 C a fy ^ 
Üy) =~ a). Dw I9: < d ep 
hij 


~ iym 


i Tiym 
现在 我 们 指出 , Pyl? < oo) = lwo. Mois 


P (sup (s ba 
tb 8, 2 $) =| 


对 于 任何 y > 1 成 立 . (对 于 少 = 1 性质 (42) 显然 
我 们 有 


(42) 


SUD, c, Sy 
E un 


其 中 SUM 
1 = SU lo - Wi) + (7 > 3) (u - ? i 
我 们 如 下 构成 停 时 序列 (ok )k20: 


09 = 9, 


a, = inf{t > I: Y, = 0}, 


k+l = inf(t > ay +1: Ye = 0j 


~ 


于 是 我 们 看 到 , 对 于 7 — Inv 2 0, 
lo: sup Yi(w) > i} = U le Án >i} 
t&oo k20 


7 率 都 是 相 
sup Ye(w) 2 | 相互 独立 ， 县 它们 的 概 


ga Etna | Si 而 这 就 是 


对 于 不 同 的 , 事件 le 
sup Yi) 2y 


同 的 正 数 . 根据 Borel-Cantelli 218, 由 此 导出 iu 


说 Pul® < 00) — 1. z xul 05) Q0 PAR 


E nemus, mA P= inr» 092" 

刻 . i. 

证 明 方法 之 一 在 于 “检验” 82a EDIT e Ms 

入 和 卖 出 期 权 的 情形 下 一 样 进行 . (详情 
的 证 明 (比较 gan 中 的 第 5 点 和 [32) 


(39} 第 二 个 证 明 . 为 简单 起 见 ， 我 们 将 假定 “ 
) 


1 eran ii a 





2. FEW (B. 8-3 e 











ER. 融 模型 中 的 定价 理论 . ERNA " akse sa. he 
See ee sp — ——— MR. 元 限时 间 杭 时 的 情 = 
SS ge 
记 因此 ， ——— 
M, = e beh), (43) h(w) = zm wu n-t imi 
并 定义 函数 六 = hly), v > 1, 使 得 关于 测度 P, 过 程 M = (Moiso JUS. ly < 0, 372 > 1 以 及 k'(y)=0 4 "EN. T i k (52) 
对 ce-Xwih(w) 应 用 It6 公式 , 我 们 求 得 jm s - 1) ?由 下 列 关系 式 来 确定 
—ÀY ay Eus 
d (e - Mi h(ve)) =e “Ath A.dt 十 Bil —cdW, 十 dyi)], (44) z Lr Lm 1) (53) 
比较 (53) 与 (41), 我 们 察觉 , 量 7 RU Ax (41) ses 
其 中 上 函数 hy) 取 其 最 小 值 eV. 这 时 ,在 上 
= (A + r)h(A) + (0° — ry h QA) + 57 Vh" (We), (45) 由 (43)-(48) PIA, 对 于 所 求 的 函数 h = Ay) m 
By = h' (Y4) + ACY). (46) Mi =e yh) £20 
由 (44) 可 见 , 为 使 过 程 M = (Miizo HERBER, 函数 h = ACh), Y > 1, 完全 由 下 列 是 非 久 局 部 团 , 而 这 就 是 说 , CEE 因此 .对 于 每 个 TEM 8 6, = 1 
问题 的 解 来 确定 ; Bey, = E^ (v. ) M, SÊR HGM, 
52 UP) + (o? - rM (9) - (A--r)h(y) 20, v» 1, (47) = h^! (V)ELM, < h^ (9)E Ms = kg) 
其 中 边界 条 件 为 = = 2 ah ts E: =ý 一 一 
yun X yr! mu" -pýr 
h'(1+) + h(14-) = 0. (48) j) 正如 上 面 所 指出 , 以 概率 1 有 限 
如 果 yo = 1, WARIA F = inf{t 20:02 om 
把 方程 (47) 改写 为 下 列 形式 : ' 
(47) 式 (Pi 个 < oo) = 1), 并 且 对 于 这 个 时 刻 ， 
Vw) +2(1~ 55) vi -2 Cx) a (49) Eee = Eh (ye) Me = e) (= 000), 


| 何 
我 们 将 求 出 这 个 方程 的 形 为 h(w) = vo 的 解 . 于 是 为 了 确定 z, 我 们 得 到 二 次 方程 它 也 证 明了 当 yo = 1 Bj, 时 刻 他 在 类 me PARRE (类似 的 设想 对 于 任 


a + 2(1—2r) ~2(A +r) <0, 50 各 < V RRR.) 求 得 
£ + a(1 — 2r) ~ 2(\ +r) =0 (50) 我 们 转向 原来 的 问题 (6) 和 (7). HH OD: 假设 a= 0, 我 们 à 
把 这 个 方程 与 方程 (32) MUR: n (54) 
Epe OF rg (S)Tr <) =F 让 在 下 列 含义 下 为 
了 — 30 + 2r) - 23 = 0. (51) = inf{t: 2 9) BF 


这 里 yo = 1 并 且 这 里 正如 上 面 所 确立 的 , BIA = 


最 优 停 时 : (55) 


我 们 察觉 , WRS 7 = rel 那么 方程 (51) 转换 为 方程 (50), 而 这 就 是 说 , 两 个 方程 j= E 
-MueI(f < 09) = 


的 根 ri All yi 由 关系 式 y = zi +1, il ,2 相 联 系 . 
方程 (49) (对 于 o? = 1) 的 通 解 有 形式 为 


Ah) = div? + dy yoy. 
取 解 h = hw), 使 得 它 满足 性 质 (48). 于 是 


sup. £e y. I(r < 09) = Ee 
: Auri (56) 
以 及 )= & "ve 
sup Ee sel * * 
rego 


ui de 因此 ,时 刻 ?为 问题 (7) 中 的 最 优 时 1 Lien 
rs 在 上 面 对 于 证 明 性 质 Ps(? < dern 这 样 BL 


也 可 用 来 证 明 时 刻 人 也 关于 测度 
最 优 . 


> 六 
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ues 第 作 尝 ”随机 会 珊 模型 中 的 定 从 理论. EEN 


3. 在 扩散 (B, 5)- 股 票 市 场 中 的 美式 期 权 . 有 限时 间 
野 的 情形 


$3a. 关于 有 限时 间 区 间 上 计算 的 特点 


1. 在 无 限 视野 情形 下 ， 即 当 执行 时 刻 在 时 间 集 合 [0, se) 中 取 值 的 情形 下 , 经 
常 能 成 功 地 完全 描述 美式 期 权 的 价格 结构 ， 以 及 对 应 的 观察 停止 区 域 和 观察 延续 区 
域 . 这 样 在 第 2 节 中 所 讨论 的 所 有 情形 下 ， 都 能 既 求 得 价格 V*(z), 又 能 求 得 相 空 间 
E= (r:z » 0) 中 的 分 隔 观 察 停 止 区 域 和 观察 延续 区 域 的 边界 点 zx” 

强调 以 下 这 点 是 重要 的 : 由 于 几何 布朗 运动 S = (Soo 是 齐 次 Markov 过 程 ， 
在 执行 时 刻 上 没有 时 间 约 束 是 可 行 的 , 而 这 就 是 说 所 考察 的 问题 是 


椭 团 型 问题 ， 


当时 间 参 数 属于 有 界 区 间 (0, T] 时 , 局 面 立即 大 为 复杂 
在 这 一 情形 下 , 对 应 的 最 优 停 时 间 题 变 为 “ 非 齐 次 的 ”, 而 从 解析 视角 来 看 , 所 涉 
及 的 问题 变 为 


抛物 型 问题 . 


由 于 在 对 应 的 问题 中 取代 边界 点 2 的 已 经 是 整 值 界面 阔 数 z* = 2*(0,0«t« 

T, 它 在 相 空 间 [0,T) x B= {(t,z): 0 < t < Tz > 0} 中 分 隔 观 察 延续 区 域 和 观察 售 
止 区 域 .比较 第 六 章 885b, c 中 的 图 57 和 59.) 

还 应 该 强调 , 虽然 连续 时 间 情 形 的 最 优 停止 法 则 理论 (参见 例如 专著 [441]) 给 
出 问题 求解 的 一 般 方法 , 其 中 大 致 能 求 出 最 优 停 时 , 尽管 如 此 , 并 没有 多 少 具体 问题 
(包括 与 期 权 相 联系 的 问题 ), 能 成 功 给 出 对 于 价格 等 等 的 界面 函数 = z*( 的 精 
确 解析 表达 式 . 

在 实际 中 , 其 中 包括 计算 实际 交易 的 美式 期 权 , 通常 采取 (对 于 时 间 和 /或 相 空 
间 ) 离散 化 的 方法 , 而 比如 界面 函数 和 价格 的 近似 值 , 照例 用 向 前 递 推 的 方法 来 求 得 
(参见 第 六 章 82a). 

当然 , 这 并 不 排除 求 出 精确 解 (或 逼近 解 ) 的 意义 , 与 此 相 联系 的 是 先 要 讨论 某 
些 相应 的 有 限时 间 区 间 上 的 最 优 停止 问题 的 理论 问题 , 特别 是 讨论 一 种 基于 把 这 样 
的 问题 归结 为 Stepan 问题 (或 者 , 正如 常 说 的 , 偏 微分 方程 的 移动 (自由 ) 边界 问题 ) 
的 广 为 流 传 的 方法 . 


2. 为 确定 起 见 , 我 们 将 考察 82a 中 的 关系 式 (1) 和 (2) 所 描述 的 (B,5)- 市 场 ， 
并 且 认 为 时 间 参 数 t 属于 (0, T], p = r, 并 且 偿 付 函数 有 下 列 形式 : f, = ec 9( 50 
其 中 入 > 0, Borel I g(x) > 0, z € E = (0, oo). 


ih 中 的 
Lo 美式 期 权 MULT 
s 
VIT, T) = BoE Ir 
和 (1) 
V*(T, 1) = By sup E f 
rem? B 


Sic (2) 
分 别 为 欧式 期 权 和 美式 期 权 的 合理 价格 . 在 关系 式 ii pre 
877 Cy TUNES 


来 的 测度 (由 于 /= r, EERW) 在 S = = 的 候 定 下 的 和 
x. 对 于 V(T,z) 的 公式 (1) 的 证 明 在 第 七 章 64b 中 

Wb 中 已 经 给 出 3 xn 

公式 (2) 的 证 明 , 在 思路 上 与 离散 时 间 的 情形 中 - 样 Mess be ste 

相 联 系 的 相应 的 证 明 参 见 例如 [281], ^). EAS 


3. HIF t20 re E=(0,c0),4 


V(t, x) = Eze **9(S,) (3) 


V"(t,z) = sup Eze ?'o(S,), (4) 
regno 


其 中 B=A+7, % = 5p. 
在 te (0, T] 的 情形 的 讨论 中 , 再 引入 下 列 函 数 是 有 益 的 


Y (t,z) - V(T - t. 1) 


, (6) 
Y*(t,z) - V'(T - 42) 
其 中 T+ 扮演 “剩余 ”时 间 的 角色 
很 日 
Hg, vine E, e PT Mal) 
= se (8) 
y'(tz)- sup Lee 满足 
rem? - x 
i Tl 
其 中 上， 为 在 s, — z 的 假定 下 关于 原来 的 ©) 测度 的 均值 ee 
了 的 停 时 + = r(w) 的 类 . ggat HEF tog! = 
在 布朗 运动 情形 下 , KV -VC oe -ü » du 
War Cauchy 问题 解 的 概率 表示: 同样 的 讨 € 
出 ， Ed V= V(t, x) (在 它 属于 cp? 类 的 先 验 假 
av gy e D^ 
ot 


t&T$ 


参 ama 
apy 对 t> 0 和 


(9) 








" 740 SAX RLUL dc TU h HPT M dM (8) 
sii BV 15 20°V 
LV (t, 1) : oF + 37 T Daa! (10) 
并 有 初 值 条 件 
V(0,z) = g(z). (11) 


由 (5), (9) Al (11) 得 到 , RA Y = Y (6o) 对 于 +<7T 满足 方程 


ay 
Br +BY = LY, (12) 
其 边界 条 件 为 
Y (T, x) = g(z). (13) 
我 们 记得 , 我 们 已 经 在 $1c 中 过 到 过 基本 方程 (12), 它 无 非 就 是 Feyman-Kac 方 
程 (第 三 章 gar), 并 且 与 F. Black 和 M. Scholes 在 [44] 中 和 R. Merton 在 [346] 中 
为 有 g(x) = (z— K)* 和 入 = 0 的 标准 欧式 买 人 期 权 的 合理 价格 (V (T, 2) = Y(0,z)) 
定价 时 所 应 用 的 方法 相 联系 . 


4. 现在 转向 求 合理 价格 V*(T,z) = Y"(0,z) 的 问题 . 


定义 
=inf{0 € t € T: Y°(t,8,) = 9(S)} (14) 
和 
Dj = {x € E: Y" (t,z) = g(z)}， (15) 
C, = (r€ E: Y" (t2) > g(z)). (16) 


对 于 s < t, RNA Y'*(s,z) = V(T-52) > V*(T —t,2) = Y*(t,z). 因此 , 对 
FO0<s<t<T, 


以 及 


E t=T 的 情形 下 , 显然 , DT = EWR CT = gg 
相 空 间 [0,T) x E 中 的 区 域 


D" = {(t,2): t € (0,7), z € DT} 


C" = (62): t€ (0, T), rE Cr} 





3. AM (5, s. 
二 weer mE n 


WH, 
中 的 美 起 期 权 al T 
分 别称 为 观察 停止 区 wak 


型 "问题 中 的 状况 相 联 系 , 其 中 满 Tithe 
第 IU 章 84 中 的 断言 3 和 定理 B): To 


i 


LITER 
IMS (参见 例如, [og a 


Ee Bre us 
e 9(5,7) = V"(T, 2), 


由 于 m 
Ty 7 inf(ü« i « T. 8, € DT} 
T. Ti 1 (18 
gia DT = U (E) x Di ) BEGIN En mg soe pr a 
(alin 集合 了 x DY =T x 自然 也 属于 停 上 集 名 | 
区 域 DT Fl C^ 在 与 函数 9 = g(z) 的 性 质 以 及 当然 还 有 过 程 8 (9) 的 性 
质 的 依赖 关系 上 可 能 有 相当 复杂 的 结构 例如 ,这 些 区 霹 作 为 0 了) E dye ET 
是 由 多 个 停止 “ 岛 " 构成 的 多 连通 区 城 等 等 
在 标准 买 人 期 权 和 卖 出 期 权 的 情形 下 , 其 中 分 别 有 glz) = (z - K)* # gle) = 
(K —a)t, 区 域 DT 和 CT 是 单 连通 的 (参见 后 面 的 $3). 
对 于 这 些 期 权 , 停止 区 域 的 边界 OD" 可 表示 为 下 列 形式 


apt = ((t,2): t € 0, T), z - z' (0), 
其 中 在 买 人 期 权 情 形 下 ， 
z" (t) = inf(z € E: Y'(52) = -Kh 
而 在 卖 出 期 权 情形 下 ， 


a" (t) = sup(z € E: Y*(t,z) 2 (K - r)"}. 


§3b. 最 优 停止 问题 和 Stephan 问题 | — 

L. 由 上 节 的 叙述 得 到 , HARBOE 7 i: yt 本 = 人 -可 
构 ,需要 能 够 求 出 函数 V = Ven) AAT quits 
在 对 于 Markov 过 程 的 最 优 停止 法 则 的 一 


ge gin) 
非 负 Borel) iB 9 = 977 
这 样 , 例如 已 知 (参见 [41]), 函数 了 = regnat p = F(t,z) ^ 函数 
的 最 小 BA CR 换 句 话说 ， 在 所 有 有 有 
Y= Yel, a) 最 小 : 对 于 0«tet*^* T ( 
oap, (D € Fn ^ 
| Q 


JU Ta P(t, 5) = p, F(t a Sea) ie g<tst 
gia Fah I7 








"EX"  - 
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特别 是 , 由 这 一 特征 得 到 ， 
max(g(z), e ^^ TAY " (t, z)) < Y"(t,z). (3) 
自然 期 待 , 对 于 小 A >o Mt=0,4,--- ,[7/4]A, B Y (tz) “近似 于 ”函数 


Yz(tz)- sup Ense 9(5r)， (4) 
re (A) 
其 中 om? (A) 为 停 时 v 的 集合 , 满足 7 = kA, k= 0,1, [T/A], t& TK TUR 
{w: r € kA} € Fra (A), Fea(A) = o{w: Sa, Sart 1 Ska} 
由 最 优 停止 法 则 理论 得 到 , 上 述 关 于 这 些 函数 对 小 A > 0 的 “近似 性 ”命题 可 
有 严格 的 陈述 (参见 [441; 第 TIE 章 , 82]). 同时 , 由 于 对 于 有 t= 0, 人 A,… ,[T/AJA 的 
Yz(tz) 下 列 递 推 关 系 式 成 立 : 


Y2 (t, z) = max(g(z), e "^E, YA (t + A, SA) (5) 


(参见 第 六 章 82a 和 (441] 中 的 第 II 3€ $4 中 的 离散 情形 ), 故 在 (5) 中 的 Y (0,2) 76 
分 光滑 的 假定 下 , 根据 Taylor AA, 我 们 求 得 


Y" (t,z) 


— max | g(z), (1 — BA) e. £) + (= 


t LY*(t, 2) a + A) , (6) 


其 中 


anm). 1 a aY r) 
LY (t, x) 是 "ERE T 十 5? T POE (7) 


由 (6) 可 见 , 其 中 Y*(t,z) > 9(z)， 即 在 观察 延续 区 域 中 ，Y* = Yy*(t,x) 满足 
方程 


x + BY* = LY". (8) 
ix 1. 方程 (8) 在 外 表 上 如 同 §3a 中 的 (12) 那样 ， 由 于 下 列 原因 , 并 不 令 人 惊奇 
假定 , 在 类 MT 中 存在 最 优 时 刻 cT. 于 是 
二 ee Ere At 一 9g(S,r)， 
由 于 
Y(t,z) = E, ze P T-De(Sr), 


故 育 观 上 可 理解 如 果 点 (t) € CT, 那么 对 于 函数 Y*(t,z) Xn Y (tz) 的 关于 上 + 和 z 
的 GE) 方程 必定 是 一 样 的 , 因为 相应 的 方程 的 系数 是 由 同样 的 二 维 过 程 (u, Su)ecust 
在 初始 点 (t, o) 的 邻 域 中 的 局 部 特征 来 确定 的 . 


3. SEN ins 
E——— iiic TT LT 
T ` 26 X 域 
可 推导 及 其 在 期 权 理 论 中 的 应 用 , 例如 4 naate, 
166], 1134], [135], [179], [247], [265]. [272] 


» 40), (363), m Pih AREK (33), 
2. 关于 最 优 作 止 问题 与 Stephan RE maya 
又 树 (B,5)- 市 场 上 的 美式 期 权时 说 起 过 EEEE 
在 考察 关于 维 纳 过 程 的 漂移 的 各 种 统计 分 析 问题 时 nner ae 
(69), [300], [440]; 也 参见 在 (116) 和 [441] 中 的 历 EKARI, 分 析 中 讨论 (49) 


在 金融 文献 中 , 讨论 Stephan 问题 或 者 自 由 边界 问 
题 的 
ean 的 论文 [340], 它 献 给 美式 权证 的 合理 价格 定 从 首 批 着 作 之 一 是 HMeK. 


3. 在 数学 物理 中 ,Stephan 问题 是 在 研究 与 物质 的 相 变相 联 
; Me Ba 
生 的 ([413], [463]). 例如 ， 下 列 问题 是 所 谓 Stephan 二 相同 题 的 最 简 半 的 例子 Se 
假设 , ERI "时间 -状态 "空间 Ry x B= (52): £2 0,2 > 0) 由 下 列 一 相 所 组 





IUE pag 


成 
C? = (tz): t2 0,0 « x « z(t)), 
以 及 
C) = {(t, z): t 2 0,z(t) « x « c], 
其 中 r= z(t), t > 0 是 某 个 相 分 又 边界 , 比如 , 静止 水 中 的 odo imm. Bee, 
相位 C* (i = 1,2) 中 的 每 一 个 在 时 刻 t WERT z LARERE “各自 的 " PASS 
de Qu Pu i212 (9) 
CPi ay = hig? Ew : PER 
为 热传导 系数 ( 
其 中 (在 热 物理 术语 中 ) c, 为 适当 的 比 热 p AEE, k ARR 
3835; 第 5 卷 , 324 页 ])， 
方程 (9) 在 下 列 条 件 下 讨论 : 
边界 条 件 u(0, t) = Const, 
初 值 条 件 ule. 0) = Com 


以 及 例如 ， 
在 相 边界 上 的 条 体 EPOD 


t,2(t-)) =o 
x3 z(t+)), 


9 
OU it, 2(t-)) ^ da 
Ox 


以 及 补充 假定 z(0) = 0. 
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在 所 陈述 的 条 件 下 , Stephan 问题 在 于 ， 求 出 描述 相 状 态 和 分 隔 这 两 相 的 边界 ; _ 
x(t) (t > 0) 的 温度 变化 的 函数 u = u(t, x). 

4. 我 们 引信 数学 物理 中 的 二 相 Stephan 问题 的 例子 , 其 中 既 强 调 它 的 一 般 性 ， 
又 强调 其 不 同 于 联系 求 最 优 停止 法 则 中 , 尤其 是 联系 美式 期 权 中 , 所 发 生 的 Stephan 
问题 . 

上 面 已 经 注意 到 , 在 标准 买 人 期 权 和 卖 出 期 权 的 情形 下 , 也 有 二 相形 势 , 即 在 求 
出 最 优 停 时 法 则 时 , 可 限于 只 考察 两 个 单 连 通 相 : 观察 延续 区 域 CT, 这 是 Y "(t 2) 
的 方程 (8) 起 作用 的 区 域 , 以 及 观察 停止 区 域 DT, 这 是 Y* = Y*(1,x) 重合 于 函数 
g = gír) 的 区 域 . 

在 下 一 节 中 将 导 人 对 于 这 两 种 期 权 的 相应 的 Stephan 问题 的 精确 陈述 , AEH 


描述 相应 的 解 Y* = Y*(t,z) 和 z* = z(t). 


$3c， 对 于 标准 买 入 期 权 和 标准 卖 出 期 权 的 Stephan 问题 


1. ARAN. 我 们 将 假定 , (B, 5)- 市 场 由 82a 中 的 关系 式 (1) 和 (2) 来 描述 , 其 
中 =7,0<tg7, 而 (在 时 刻 t 的 ) 偿付 函数 有 形式 为 f, = e 9(5), 其 中 入 >0 
以 及 g(a) = (x — K)*, z € E = (0,00). 有 关 所 考察 的 期 权 的 基本 结果 如 下 . 

e 这 种 期 权 的 合理 价格 V*(T, z), z = So, 正如 在 $3a 中 所 指出 , 由 下 列 公式 来 
V'(T,z)-— sup Eye ""g(S,), (1) 
rem? 


Jib 8 — Ate 以 及 E, 为 在 So = c 的 假定 下 关于 原来 的 (8) 测度 的 均值 . 
2) FF te[0,T] M zE E, ix 


Y* f, = -B(r-t) 
in a Eu " 


其 中 E. 为 在 z = S 的 假定 下 关于 (W) 测度 的 均值 . 


PAR Y* =Y"(t,z) 为 函数 g(z) 的 最 小 Pt ee (BM 
3) 合理 价格 为 . (参见 §3b 中 的 第 1 节 .) 


VO a) su Y*(0, x), (3) 
购买 者 提交 执行 终止 观察 的 合理 时 刻 为 时 刻 
7; — inf(0 € t € T: Y(t, St) = g(S,)}, (4) 


或 者 等 价 的 (在 83a 中 这 一 时 刻 也 记 为 7 


Tp —inf(0« t € T: (5$) € DTU ((T,2): z € E). (5) 





3， 在 扩散 (n5, 5S)- 股 车 市 
REL E 


4) CPGE HDI dog C7 为 单 连通 “vere 
区 域 , 并 且 有 
Dua 下 列 结构 
Lt my. ye 
M. T): Y (t T) = g(z)) 
(6) 
(T ~ 一- " 
MAL d (tz) > gí(z)). 


(7) 

5) [0， T)xE LEE y" = Y*(t.z) 属于 oi2 类 

这 时 ， 圈定 r € E, 函数 Y*(..z) XT i RH. 对 每 个 
tt x 不 减 ， 并 且 (F) e. 

6) 界面 函数 2* = 2°(t) 在 (0,7) 上 不 增 tame 
Ex: 


Bg te 0. T), 函数 ys (i. ,) 


CT DF ite T AFR 
CL = {z€ E: S < z(t), 
Dj = (ze E: S, > 2"(t)} 
“t=T h, RG CF = a, M DL-E. 
如 果 A = 0, ABA z*(t) oo t € T, 它 对 应 对 每 个 ! < 也 


Ci =E, Di=2 


换 句 话说 , 对 于 所 有 t < T 观察 应 该 延续 , 而 与 价格 取 值 无 关 RARE NES 
的 推论 : 过 程 (e-"t(5, — K) Jepo EB, 而 根据 Doob 停止 定理 , 对 于 任何 7E 30， 


E,e* (5, - Kj* «Ee "Ur ET 


可 用 下 列 方式 来 
对 于 离散 时 间 情形 , 也 有 类 似 的 结果 成 立 了 .Merom pu) 它 


a e. 
WR (参见 第 六 章 85b): AR EARA BIER ESSO 
7) 函数 Y* = y*(t,x), te 0, T), 2 € p 和 界面 函数 2 二 


7l ZH” Stephan 问题 或 自由 边界 问题 的 解 
在 区 域 C7 — (0,2): z < a(t) t € 9.) ^ M 
OY *(t,2) | gy*(t,z) = LY" (2) 
-— pt 


在 区 域 DTU {(T, x): z € E] 中 ， 
y*(t,2) = 9 


ET 
E28 ar 的 边界 r rO 05677 


y*(t,2* (0) ^q 0) 
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和 Neumann 条 件 : 
OY" (t, z) _ dy(7) | ay 
Or rfx*(t) dr zir"(t) 
它 经 常 称 为 光滑 粘 合 条 件 . 


我 们 来 评述 所 叙述 的 结果 , 这 些 结果 的 证 明 详情 参见 §3b 第 1 点 的 最 后 所 列举 
的 著作 ， 

关于 公式 (1) 的 成 立 已 经 在 83a 中 说 起 过 . 时 刻 ry 的 最 优 性 由 最 优 停止 法 则 的 
一 般 理 论 得 到 (参见 , 例如 , [441; 第 III 章 , $3]). 关于 函数 Y*(#,z) 的 光滑 性 质 和 方 
程 (8) 的 推导 , 参见 例如 , [247], [363] 和 [467]. 

如 果 说 条 件 (10) 相当 自然 , 那么 光滑 粘 合 条 件 (11) 的 成 立 就 不 太 明 显 , 在 [200] 
和 [441; 第 III 章 , 88] 中 引 人 相 当 一 般 的 条 件 , 以 保证 在 停止 区 域 的 边界 上 光滑 粘 合 
的 条 件 满足 . 

我 们 还 记得 , 我 们 已 经 不 止 一 次 地 过 到 光滑 着 合 条 件 : 在 考察 离散 时 间 问 题 中 
HERE (第 六 章 中 的 第 5 节 ) BJ, 以 及 在 考察 无 限时 间 视 野 情形 下 的 美式 期 权 的 情 
形 时 (在 本 章 中 的 第 2 节 ). 

强调 以 下 这 点 是 有 益 的 ， 如 果 说 在 上 节 的 数学 物理 中 的 Stephan 典型 问题 的 
讨论 中 , 在 每 一 相 中 都 有 “自己 的 ”方程 在 起 作用 , 那么 在 最 优 停止 问题 中 ， 对 于 
Y*(t,z) 的 微分 方程 仅 在 一 相 {在 观察 延续 区 域 ) 中 发 生 , 而 在 另 一 相 (在 停止 区 域 
中 ) 所 求 函 数 Y"(t,z) 重合 于 事先 已 知 的 函数 g(x). 

还 要 注意 到 , 对 于 所 考察 的 g(z) = (z _ K) 的 情形 值 LO) 21 因为 


z'(t) > K,0€t«T. (后 一 不 等 式 不 难 由 下 列 性 质 导出 : 函数 Y i z) 为 函数 
9=9(z) 的 B-L AR.) 

关于 Stephan 问题 (8)-(11) 的 可 解 性 以 及 边界 函数 ot = z*(t) 的 人 性质 , 参见 
(4671, [363] (了 以 及 关于 这 一 著作 的 评论 )， 

2. 实 出 期 权 . 在 这 一 情形 下 , g(z) = (K — z)*. 性 质 1)-4) 仍然 保持 成 立 , ff es 
wy" =¥*(t,z) 仍然 属于 C? 类 . 对 于 每 个 固定 的 zc E, 函数 Y*(.,z) 对 t 不 增 ; 
对 于 每 个 固定 的 te (0, T), 函数 Y * (6,.) 对 > 不 增 和 CF) ih. 

对 任何 A> 0, KA CT 和 DT 对 + < 了 有 下 列 形式 : 


Ct = (2: Se > z*(0)), 
Dj = {z: Si < z*(t)). 


St=TM, RA CF - 2 VIX DI = E. 
界面 函数 z* = X*(0) 对 t 为 不 减 函数 ; 如 果 、_ 0, 那么 lim z*(t) = K. 


UT 


对 于 六 所 和 z(t) 的 Stephan 问题 可 用 类 似 的 方式 来 陈述 这 时 条 件 (8) 


一 一 


3. 在 和 GS ea 





id aa 747 . 
(9) 和 (10) 保持 成 7 而 条 件 (11) 对 于 0«t «T 末 取 下 列 形式 
(ey Ne 
dz z|z"(t) f 3598 
其 中 
dg(z) 


=e 





= =l 


RJ g(z) = (K — z)*, M z"(t) < K. 
关于 函数 Y* (t, ) 和 z^ (t) 的 性 质 的 补充 信息 可 在 专门 研究 标准 美式 买 人 期 
的 论文 [363] 中 找到 , 那里 还 包含 有 关 其 他 期 权 的 广泛 的 文献 


§3d. 欧式 期 权 和 美式 期 权 的 价值 之 间 的 关系 


1. 以 前 已 经 注意 到 , 在 实际 中 , 届 到 美式 期 权 的 机 会 比 起 欧式 期 权 来 要 如常 得 
多 . RM, 如 果 说 对 于 后 者 有 诸如 Black-Scholes 公式 那样 的 出 色 结 果 那么 对 于 在 有 
限时 间 视 时 中 的 问题 的 美式 期 权 的 计算 来 说 , 会 遇 到 家 大 的 解析 困难 , 最 终 它 与 对 
应 的 Stephan 问题 的 解 的 复杂 性 相 联系 . yee 

由 $3a 中 的 公式 (1) 和 (2), 很 明显 , 价格 VT. > VITE a SI 
自然 的 , 因为 根据 美式 合约 的 条 件 , 有 可 能 的 不 仅 是 等 (A) BRITO, FICE 
选择 这 一 时 刻 . ER 

在 本 节 中 ， RIIA REA KARE AIR RUBRI RA — 
此 , 它们 的 偿付 函数 分 别 有 形式 g(z) = (2- KY Pam n 


我 们 将 假定 , A = 0. 从 而 , $3a 中 的 公式 由 各 1) 
| 


V(T,7)= Ee "T e( Sr). 
* E) (2) 
y*(r,z)- s E errglsrh 
E. 人 期 权 求解 价格 V(T,z) g& v^. 
>m 在 g(z) = (z-K)* BE 有 对 于 天 人 
同 的 关系 式 的 问题 是 非常 简单 的 - 在 这 : 
V(T. z) = y*(T. 1), 


(ent (s, 7 


5 Se ê 
ARBIA 7; = IT (PE d 


3 | 
HE. 我 们 强调 , 如 果 A > 0, enim (cg 9o : 


Ky 
Piso 对 于 》 > 0 已 经 不 再 是 下 
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现在 我 们 转向 对 于 标准 买 人 期 权 (9(z) = (K 一 z)*) 的 “缺陷 " 量 
Ag (z) = V*(T, 2) - V(T a) (4) 


的 问题 其 中 认为 = 0 Hig zr = z"(), 0 < t < 了, 为 对 于 最 优 停 时 rz 的 观察 售 
止 区域 和 观察 延续 区 域 之 间 的 界面 函数 . 
定理 . 在 标准 买 入 期 权 情 形 下 , “a E 


T 
AT(z) = "kt, f e" I(S, < r" (u))du. (5 
uU 


推论 1. 设 Pr 和 Pr 为 欧式 和 美式 买 入 期 权 的 合理 价格 (Pr = V(T, Sy), Pe = 
V*(T. $9)). 2 


s 
Py =Pr+ rkEs, | e ""I(S, < 2"(u))du 
0 
= Ke "T (-y-) - Sy$(-y..) 
T 
+rk | e '“d(—y_(u,2"(u)))du, (6) 
0 

其 中 (比较 81b 中 的 记号 ) 


Sn c? 
ng eT(ret.) 





aem a ene 
+ oVT 1 
以 及 
So ( Z) 
jn a +ulr—- 一 一 
y-(u,z"(u)) = MM (7) 
证 明 . 设 
Y (t, z) = Eze ^" (7-99(S; ). (8) 
以 及 
Y*(t,z) = E,y& * V7) 
(t, x) esr m" g(S, ), (9) 
其 中 giz) = (K — z)*. 于 是 对 于 
Af (z) = Y"(t,z) — Y (t,2), (10) 
我 们 求 得 
€ "At (z) = Eca le" 9(S,r) — e-"T g(Sp)), (11) 
其 中 77 为 问题 (9) 中 的 最 优 停 时 


| 
| 根据 Ito 公式 GB 85) 
i 


d € IT K a Lh) — 24 "Tu 

( | Ju) ) =e dK-g _ " 
aridi T n ES RC Itó-Meyer 公式 TM (K - S,)* du. 
ik 45c 中 的 Tanaka 公式 (17)), Ma; [395， 


(12) 
HIV 前 | 也 比较 第 三 


d(K — S,)* — ris l 
tu ^u < Kys, +É - 
;l(K), 


T (13) 
ME D 
L(K) - lim. | (iS, - K & £)dt 
为 过 程 S = (Sezo IKE K 1c (0, ul 上 度 过 的 局 部 时 间 
由 (11)-(13) ATR, | 


(14) 
| 


‘ T 
er AT (2) = -Es | d(e™(K— $,)*) 


T 
Ti 


T 
= —E, . [emt < K)dS, + <dL,(K) 


-r(K ~ $,)I(S, < K)du} 
T 
= E. | e" [-dL,(K) +1(S. « K) 
rT 


x [rSydu + oSydW, + (rK 一 rS, dul) 


T - ~ 
= E, e ""(rKI(S, < K)du - dL, (K)} (E) 
i T 


MFt<T,4 
Ae = / ™ re (rkI(S, < Kid- dal) 


TE, 由 于 z =T, 由 (15) 得 到 
eta) = adr - 


现在 把 A, 表示 为 下 列 形 式 : 


A; = A t A 
其 中 
dL. K^ 
A: = Ad e (Su < Ei nila i 
"d x (K) . 


a - [enis o? 


ndi Eu x P . 
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由 于 z(u) < K 对 于 所 有 u <T RY, 故 


ri A 
A} A e ""I(S, € z'(u))rKdu 


0 


=rK f eur(5。 < z' (u))du. 
0 


BEA = (Aer 是 可 料 下 鞍 , 从 而 , 根据 第 三 章 sob 中 的 推论 2, 这 一 过 
程 的 补偿 量 重合 于 自身 ， 略 为 复杂 的 分 析 (参见 [134], [135] 和 [363]) 指出 , AB 
A? = (A?)er 的 补偿 量 等 于 零 . MT, 


e"! AT(z) = Elz[47 — Ad = ELz=[47 T Ai] 
T 
-rKES | eS, < 2° (u))du, (16) 
因而 , 对 于 AT (x), 公式 (5) 成 立 . 


最 后 , 推论 1 中 的 公式 (6) 由 81b 中 的 对 于 Pr 的 (5) 和 公式 (18) Fih. 
定理 和 推论 得 证 . 


推论 2. 再 教 Y*(tz) 和 r(t) 由 下 列 关 系 式 相 联系 : 
Y'(tz'(t) - K -z'(t, t«T, (17) 


它 可 看 作用 来 定义 界面 函数 c = x(t) (t < T) 的 积分 关系 式 ， 其 中 r'(T) = 


lim x (t). 


这 里 应 该 强调 , 其 实 , 函数 Y" (t, r) 也 是 未 知 的 . 在 实际 应 用 中 , 对 于 这 一 函数 
运用 向 后 递 推 方法 来 计算 的 通 近 YX(t,z) (参见 83b 中 的 第 1 点 ). 在 (19) 中 把 函数 
Y*(t,z) ERA YAH 1), 我 们 就 得 到 函数 s = r4 (t), t < T, 它 可 看 作 z” = q" (t) 
(t < T) WMR. 


4. 在 扩散 (B,P)- 债 券 市 场 中 的 欧式 期 权 和 美式 期 权 


§4a. 关于 债券 市 场 中 的 期 权 定价 的 争论 


1. 直到 现在 为 止 , 我 们 只 考察 了 (B, 5)- 股 票 市 场 上 的 期 权 在 现实 的 金融 实务 
中 , 可 能 遇 到 各 种 各 样 的 期 权 : 例如 , 欧元 期 权 , 远 期 期 权 , 外 汇 期 权 等 等 甚至 还 有 
期 权 的 期 权 . 除了 标准 买 人 期 权 和 卖 出 期 权 以 外 , 它们 的 形形色色 的 组 合 也 有 交易 


这 时 , 许多 可 选 的 金融 工具 有 着 变化 无 端的 结构 , 它们 既 由 偿付 函数 来 确定 , 也 由 参 
与 期 权 合约 组 成 的 基本 证 券 的 类 型 来 确定 


EM ae 








NA, SR. 


4. 在 扩散 (B, P) Iiis 
E T 


许多 期 权 都 属于 “特种 (exotic)" 期 权 类 它们 的 多 种 多 
gf 来 设想 : ean put ( 破 顶 卖 出 期 权 ) You FOOT E 
and-out call (WEKA WH), down-and-in cay n put ( 保 项 卖 出 期 权 ) down- 


(保底 3 : 
期 权 )， Bermuda option (ARAM), Rainbo REAR), barrier Option (障碍 


W Option ( 虹 式 期 权 

(REAR), knock-out option (RAS), digital option (数字 化 其 

(全 有 全 无 期 权 )， one-touch all-or-nothing ee eel all-or-nothing 

优 股 期 权 ) 等 等 (参见 [232], i414], [415]). ), Supershares (4$ 
BL EXEZOUONBULZOEU- AMET Rub cn 

F. Black, M. Scholes 和 R. Merton ((44| [540 t (B, S) erage 

国 中 一 样 .这 时 ,仍然 有 两 种 途径 : BEUT ERS 


(比较 881b, c). 


2 下面 的 叙述 将 有 关 把 (B, 5)-/551: 808 (BP) RE FECE 
和 美式 期 权 的 定价 , 这 里 (号 , 刀 )- 市 场 由 银行 账户 B = (Bler 和 一 逢 债券 所 构成 
的 市 场 , 其 中 债券 的 到 期 时 间 T 的 结构 由 满足 条 件 PIT,T) = 185 GE) E P = 
(P(t, TD)gr 来 描述 . 

对 应 于 第 三 章 $4a 和 第 七 章 $5a PHBL, RERE (BPE, 将 来 用 
间接 方法 , 认为 银行 账户 B = (Bi)<r 的 演变 如 下 ; 


(1) 
B= Bae (| rd 
0 


mre (r(t))ier 为 某 个 利率 随机 过 程 , 
至 于 债券 价格 过 程 P = (P(t) <r HA 
(多 jisr) 上 的 原来 的 测度 , 折 现 价格 
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), Russian option 


其 方法 论 , ing] 
形 下 所 考察 的 模 
“基本 方程" 的 方法 


太 变 化 , 我 们 将 假定 , 关于 (2, Fr, 


(2) 


Ee 
根据 第 七 章 $5a 中 的 定理 1, 我 们 有 


P(t,T) =E (= Co 国 i 


rT ep pn 


(3) 


(B,P 
而 由 同样 的 第 七 章 $5a 中 的 定理 2 所 考察 人 


T)hsT 本 质 上 人 


3. 由 (1) 和 (3) 可 见 , 在 (有 不 
RE r= (r(O)esy 的 结构 
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i i 


我 们 关于 这 一 过 程 的 基本 假定 将 在 于 , 这 是 扩散 Gauss-Markov 过 程 , 它 由 下 


随机 微分 方程 描述 : 


dr(t) = (a(t) - B(t)r(t))dt + (haw, (4) 


并 由 维 纳 过 程 (Wi)<r ER, 以 及 其 ( 非 随机 ) 初 值 条 件 为 r(0) = ro. 函数 a(t), pt 


y(t) 


其 中 


为 下 


被 假定 为 确定 性 的 , 并 且 


/ " le] + IAO + F(at < oo i 
0 
在 这 些 假定 下 , 方程 (4) 有 且 仅 有 唯一 ( 强 ) 解 
' a(s) t (s) 
r(t) = g(t) [n «f pu t «f als aw, | : (6) 
g(t) = exp (- | Boys (7) 
列 方程 的 基本 解 : 
g(t) =1- T B(s)o(s)ds. (8) 
0 


iki. 根据 第 三 章 84a 中 的 叙述 , 模型 (4) 无 非 就 是 Hull- White 模型 , 其 他 的 


如 Merton 模型 , Vasicek 38 , Ho-Lee 模 型 都 是 它 的 特殊 情形 (参见 在 所 指出 的 gta 中 
的 公式 (14), (7), (8) 和 (12)). 


4. 由 过 程 = (r(b)jt<zr 的 Markov 性 得 到 
T 
P(t,T) - E leo (- / ros) 四 (9) 
id I(t,T) = f/ r(s)ds. 于 是 由 (6) 不 难 求 得 ， 


E(I(t, T) |r(t)) = r(t) 2 MY) ay + Fe ig AW) (sas du, (10) 


g(t) ， g(s) 
T 2 
DUETI) = f A Peto ds (u) 


因此 , 由 (3) 得 到 , 对 于 


P(t, T)  Elexp (—I(t, T) | r(t)] = exp (Zour) irt) EUG TY FO) 





4. 在 扩散 iBp.m 
“J ES Ria 


下 列表 示 式 成 并: 
P(tT) = exp( A(t, T) - r(t)B(t. T) 
d (12) 


1 TT 2 
A(t, T) = = | gu) ^ "n ail 3 (u) 
al g(a) Sjdul ds | |j gj s du, (13) 
n- f 19, 
EU) | gl) ^ (14) 
注 2. 按照 第 三 章 §4c 的 术语 , 价格 P(t,T) 表示 为 (12) 形式 | 
| ' ' Y 的 模型 称 为 单 因子 
仿 射 模型 . 所 作出 的 过 程 = (r(t))er 为 Gauss-Markov 过 程 的 补充 假定 , 使 得 有 可 
能 对 于 这 样 的 经 常 被 称 为 羊 加 子 高 斯 模型 的 模型 对 于 在 所 考察 的 (B.D) 市场 上 的 
标准 欧式 和 美式 期 权 , 相当 详细 地 引信 对 应 的 定价 计算 . 下 面 的 384b, c 就 是 讨论 这 
些 问题 的 . 
注 3， 关 于 各 种 描述 债券 价格 动态 变化 的 模型 与 好 验 数据 的 协调 , 参见 例如 ， 
[257]. 


$4b. 单 因子 高 斯 模型 中 的 欧式 期 权 定 价 


1. 我 们 将 假定 ， 所 考察 的 由 银行 账户 和 债券 所 组 成 的 (BP-EN, 完全 由 
单个 因子 来 确定 : 这 一 因子 就 是 利率 = (rt): Gauss-Markov 过 程 , 满足 
$4a 中 的 随机 微分 方程 (4), 并 且 有 ( 非 随机 的 ) 初 值 r() =". 

ik To 为 某 个 时 刻 (T? < T), 它 可 看 作 欧 式 期 权 的 执行 时 刻 ， — 
形 下 有 偿付 函数 为 fro = (P(T?,T) -K 而 在 卖 出 期 权 的 情形 
fro = (K — P(T®,T))*. 

定理 . 在 所 考察 的 (B,P)- 市 场 的 单 因 
CT T) 由 下 列 公式 来 确定 


(1) 
| co (T9, T) = PO, T)o(d,) - KP, T?ye(d- ) 


P(0, T) 1 aro, T)8 O.T) (2) 
d+ = aT, 1) BIT” T) 


T glu) du, 
B(T°,T)= i g(T") v 


2 (4) 
r[[7 ae «| 
a (T^, T) m ( li als) 


24st, 标准 天 入 期权 的 合理 价 本 


其中 





D 
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g(u) — exp ( A a(s)ds : (5 


标准 去 出 期 权 的 合理 价格 PTT) 由 下 列 公式 来 确定 : 





P°(T, T) = KP(0, 7*)8(—d..) - P(0, T)#(—d,.) 





在 证 明 公式 (1) 和 (6) 以 前 , 我 们 注意 到 ， 它们 非常 类 似 于 股票 情形 下 的 合理 价 
格 CIT) 和 PIT) 的 公式 (参见 §1b 中 的 (9) 和 (18)). 

这 种 类 仆 并 不 令 人 停 奇 , 因为 对 于 所 考察 的 价格 PT) 的 模型 , 也 如 同 Black- 
Merton-Scholes 模型 中 的 价格 S, 一 样 , 有 对 数 正 态 结构 : 


InP(t, T) = A(t, T) — r(t)B(4 T), 


其 中 (r()ier 为 高 斯 过 程 ， 


以 及 (Wir 为 维 纳 过 程 , 而 这 就 是 说 , 它 也 是 高 斯 过 程 . 

或 许 , 较为 令 人 惊奇 的 是 , 从 1973 年 Black-Scholes 公式 发 表 以 来 , 过 了 许多 
年 , 直到 1989 年 , AA F. Jamshidian 的 论文 [256] 发 表 , 其 中 对 于 Vasitek 模型 
(a(t) = a, P(t) = B, y(t) = y; 参见 $4a 中 的 (4) 和 第 三 章 §4a 中 的 (8)) 得 到 公式 
(1) 和 (6). 下 面 引入 的 证 明基 本 上 来 自 著作 [257]. 


2. 根据 无 套利 完全 市 场 上 的 定价 理论 (参见 第 七 章 中 的 第 5 节 ), 以 及 假定 在 
(QF, (S) er) (Fr = F) 上 的 原来 的 测度 是 蒜 测 度 ， 令 


t 
at - es (- fie), " 
我 们 求 得 
C'(15,T) = ER(T°)(P(T°, T) — K)* 
= E (I(P(T5,T) > K)R(T°)(P(T°, T) — K)) 
= E (I(P(T9, T) > K)R(T°)P(T°, T)) 
- KE (I(P(T5,T) > K)R(T?)). " 
很 明显 , 事件 


{P(T°,T) > K) = (A(T9, T) — r(T°)B(T°,T) > ln K} 
— {r(T®) < r') | (9 





————————————— m 





= = 4. 在 扩散 (5 P}. 


———— 


其 中 


r* " In K - AC T 
-B(T9 T) : 
以 及 A(t T), Blt, T) 由 §4a 中 的 公 


式 (13) 和 114 来 确定 
| E iE 
设 


T 0 
€= r(T*), n= f r(u)du, c f Huida 
那么 由 (8) 和 (9) 我 们 求 得 


C (TT) = E (HE < r*)e7) - KE (ie < e s4 


为 进一步 简化 这 一 公式 ,下 列 可 通过 直接 计算 来 确立 的 断言 (参见 [257. 213 
4.2]) 是 有 用 的 . 


SI. it (X,Y) 为 高 斯 随机 变量 对 ， 其 均值 向 量 为 (ux uy) srkESES 
PXY l 那么 


pxy, Oy 
EI(X € z)exp(-Y) = exp (50 - py (2), (12) 
VA A. 
EJ(X < r)X exp(-Y) 
= exp (ct = ur) dux — oxy )®(z) 一 exv(z)). (13) 
T. 2 
其 中 
. z-Uxr-cPXY) 
i- aurca 
TEE Ls / p(y)dy. 
e(z) = T s 
得 
考虑 到 gda 中 的 公式 (6), (10) 和 (11), PEA 
"T 
-— ods). 
m= r9) - or (m+ [. s 


Hy = Ef r(u)du = ro | soe +f [feo du, 
0 


T° [ f" glu) (yas | du, 
T° 一 一 as 
T du 十 | g(s) 
uc = 3) r(u)du - nf g(u) j: [ 





ee 
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— 


T? TO 2 
à «mane (o (129) a. 


T r T g(u) * 
“=o | rtu)du = | n aoa ds, 
Ta T? T? : 
=o f rudu = | f Hv ds, 
ge 
pec = Cov (rey i ry] 
0 


To T^ 
E 2/6 g(T^) g(u) 
wi ( GJ qs) J, 98) 2 m 





T 
Pen = Cov (四 l pujdu) 


T9 
— Cov (rem js ra 十 Cov (re p "i s rw) 
0 To 
T 
PEE 


rs g(T) 
由 (11) 和 (12) 我 们 求 得 


C'(T*,T) = E (I(E < r*)e7") - KE (I(E < r*)e*) 


— exp (502 5 m) b (=e) 


—Kwp (502 Jj i) ð (a) (14) 
由 此 代入 上 面 引入 的 Hg» Hn He, Og, On, Oc, Pen 和 pec BTE, 经 过 某 些 代数 变换 
(参见 [257; 附录 4b]) 就 导致 所 要 求 的 公式 (1). 
公式 (6) 直接 由 (1) 得 到 , 其 中 只 需 考虑 


(K — P(T*,T))* = (P(T?,T) - K)* — P(T5,T) + K. 


(例如 与 第 六 章 $4d 中 的 公式 (9) 的 推导 相 比 较 .) 
定理 得 证 . 


3. 由 公式 (6) 得 到 , 合理 价格 PO (T, T) 由 “初始” 价格 PO, T9), P(0, T). 常数 
og o(T°,T)B(T,T) 来 确定 , 后 者 自身 是 由 当 To < s < T 时 的 系数 B(s) 704) 











4. 在 扩散 opp ws 
i 
' 757 
在 Vasicek 模型 的 情形 下 ， 


B(s) = s. yis) =y, 并 不 难 求 得 


o (T^, T)B(T9, T) = Ty atrae T" 
nne a rent 


^ "WWE 
初始 价格 P(0,T°) 和 P(O, T) 在 这 一 情形 下 由 FAAR (参见 G4 中 的 (12)) 确定 : 


P(0,t) = exp{ A(0, t) — roB(0, t)). 


其 中 


1 g 2 2 
A(0,t) = = eR - gale T] T, 
(0,6) 7 gl [é a| - agi! 


= read 


B(0,t) = jl -e 


84c. 单 因 子 高 斯 模型 中 的 美式 期 权 定 价 

1. 我 们 继续 考察 单 因 子 高 斯 (B, 用)- 模 型 , 对 此 在 64b “ 单 因子 高 斯 神 型 中 的 欧 
式 期 权 定 价 ” 中 引 人 了 对 于 CO(T?,T) 和 P(T?. T) 的 公式 ; 我 们 将 记 ccs, T) 和 
P*(T9. T) 为 相应 的 美式 ( 买 人 和 卖 出 ) 期 权 的 合理 价格 . 这 时 假定 , 执行 时 刻 属 于 类 


mT = {7 = rlw): 0< rw) <T we Q). 


所 考察 的 (B, P)-ili HEE AB, 又 是 完全 的 ; 而 对 应 于 类 似 模型 中 的 定价 
一 般 理论 (参见 第 六 章 第 2 节 和 第 七 章 第 5 节 )， 


C*(T? T)- sup Eexp (-/ ris) (P(r,T) - KV. (1) 
| remy” 0 


n m) (K - P(n TII - bs 


P*(T°,T) = e. Een -f 

由 于 9 
ee B(T. T) 

P(r, T) = exp( Air, T) 19 r WER 


过 程 r= (r(t)i« 
故我 们 看 到 , 问题 (1) 和 (2) 属于 标准 的 对 于 Me 


X G(r, T; r(7)) 的 最 优 停止 问题 : (4) 
: f «os Gt n 
0 


见 例如 ， [441])- 


^ sup Eee 
rem]? 


JR (S sip cres o LF 
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1 HR C(O, T) 的 问题 非常 简单 . 事实 上 , 正如 在 (B, 5)- 市 场 上 的 标 
准 买 人 期 权 的 情形 下 , 过 程 


t 
(ex [T r(u)du ) (P(t, T) 一 K)*) 
0 "T 


xp ries 而 这 就 是 说 , 根据 第 六 章 §5b 中 的 Doob 停止 定理 ， C"(T0T) = C*(T9. y. 
以 及 在 $3b 中 把 它 解释 为 所 考察 的 “美式 买 人 期 权 是 欧式 期 权 ”. 
转向 求 价格 P(T’, T), FANS Ade 


Y*(t,r) = ea Er exp (-/ r(u)du) G(r. T; r(7)), (5) 
其 中 E ,为 在 7(t) = r BEE FIRST, M 为 满足 +< 7(w) < T° 的 停 时 r= r(u) 
的 类 , 以 及 

G(t,T;r(t)) = (K — P(t, T))* = (K — expl A(t, T) - r()B(, T)" , 


其 中 函数 Alt, T) 和 B(t,T) 由 84a 中 的 公式 (13) 和 (14) 来 确定 . 
记 
CT = ((t,r): Y'(t,r) > G(t,T;r),O<ts T,r > 0} 


DT = ((t,r): Y'(t,r) = G(t,T;r),0 <t <T,r > 0). 
基于 价格 Y"(t,r) 作为 函数 G(t,T;r) 的 最 小 超过 优 函 数 的 特征 性 质 (参见 [340] 
(363), |441; 第 II Be], [467], [478]), 可 以 指出 , 存在 连续 界面 函数 r" = r*(t), t< T°, 
使 得 区 域 C7 和 DT (观察 延续 区 域 和 观察 停止 区 域 ) 有 下 列 形式 : 
CT = ((t,r):r(t) < r'(t,0€t « T,r » 0) 
和 
DT = {(t,r): r(t) 2 r*(t),0 <t « T,r > 0). 
这 时 , Y* = Y" (tr) 和 界面 函数 r° = r(t) 为 下 列 Stephan 问题 的 解 : 


ET) Ly rn) -rY*(,7) =0, (tr) EC, 
其 中 
LY*(t,r) = (a(t) ~ B) er) + L7 (029707). 
在 区 域 DT 中 ， 


Y*(t,r) = G(t, T; r), 





4. fr M inm. 
人 | 
而 在 OD" 上 满足 光滑 粘 合 条 件 

— | a T 
Or rir*(t) or | 7 


Ieir* (t) t} 
这 一 问题 的 精确 解析 解 未 知 (不 过 , 正如 在 (8 s. 

考虑 到 在 实际 中 美式 期 权 的 广泛 流传 , 人们 和 希望 Perrin iq a ^ 

欧式 期 权 的 价格 PP(T", T) 大 多 少 , 怎样 了 解 界面 函数 r- r” (t) (t « T?) As : 

能 有 一 定 的 设想 . | E 
在 所 考察 的 (B,P)- 市 场 情形 下 , 利用 类 似 于 63d 中 对 于 建立 在 [B 9) 市场 上 的 

欧式 期 权 和 美式 期 权 价格 之 间 的 联系 所 运用 的 讨论 , 就 导致 下 列 结果 (比较 83d 中 

Ay (19)): XFF0oxt«TS, 


T° - 
Y'(t,r) = Y9(t,r) + Kf Er [en (- | ru) r(s)I (rs) > Vie) as (8) 
t t 
其 中 
HE i 十 
Y?(t,r) = Err exp (- | ra (K - P(T*.T)) 
t 


= E, exp (- ie rd (K - exp (A(T°,T) _r(T°)B(T’,T))). (9) 


; o W, 经 
运用 84b 中 的 公式 (12) 和 (13) 以 及 在 那里 所 求 得 的 对 于 量 esi 的 
过 不 太 复杂 的 代数 变换 , 我 们 得 到 : ET 015 T9, 
Y" (t,r) -Y*(t,r) r 


. i ds, 
十 xf P(t, s) fo (cu^ (es) fs) tae (t5) 
i 


m 
a*(t,s) = D(r(s) |r(t) = r), 
a 
f(t, s) = -s In P(t, 8), 


(s) - L9). 
v" (t, 8) - ait, 5) 


Cast: (8) 和 (10) 的 推导 细节 参见 25 
特别 是 , 由 于 


j ug Fun ss 
* (0, ro 
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ee 


M aeuo cct tmn Mi —À—À t ———— 


故 


REEL 


p*(7?, T) -P^(T?, T) 
7o 
+K Í P(0, s) (4 (—v*(0, 3)) f (0, 8) + a (0, s)w (v" (0, s))) ds. 
作为 结束 ,我 们 注意 到 ， 公 式 (10) 使 得 至 少 有 可 能 (向 后 递 推 )， 既 得 到 价格 
p*(T9, T) 的 近似 值 , 也 得 到 界面 函数 x* = r" (t) (t < T9) 的 近似 值 . 2 考 文献 
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